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1 FEinleitung

1 Einleitung

1.1 Motivation

Eine der wichtigsten Aufgaben in der Knotentheorie ist es, gute Knoteninvarianten zu
finden. Das sind Grofen, die einem Knoten zugeordnet werden kénnen, aber nur vom
Knotentyp abhingen und nicht von der Wahl eines Reprasentanten. Eine gute Invariante
zeichnet sich durch die folgenden drei Eigenschaften aus:

Sie ist sensitiv: das heifit, dass sie fiir verschiedene Knoten moglichst héufig verschie-
dene Werte hat. Ein Extremfall wére beispielsweise die Anzahl der Zusammenhangskom-
ponenten eines Knotens. Sie ist immer gleich 1, und daher zwar eine Invariante, aber
vollig unbrauchbar.

Sie ist leicht zu berechnen. Manche Knoteninvarianten wie die minimale Kreuzungs-
anzahl in Knotenprojektionen sind leicht zu definieren, aber schwer zu bestimmen.

Sie ist vergleichbar: das heifst, es sollte eine schnelle Moglichkeit geben, um festzu-
stellen, ob zwei Werte der Invariante gleich sind. Das Extrembeispiel ware der Knoten
selbst, der zwar eine sehr sensitive Invariante ist, aber das Problem der Kategorisierung
von Knoten nicht 16st.

Es sind viele Knoteninvarianten bekannt, die diese drei Bedingungen ziemlich gut er-
fiillen, eine davon ist das Alexanderpolynom. Das Alexanderpolynom lésst sich aus einer
anderen Knoteninvarianten, dem Alexandermodul herleiten. Die Abschnitte 2 und 3 be-
schreiben zwei verschiedene Herangehensweisen, um den Alexandermodul zu definieren.
Der gruppentheoretische Ansatz aus Abschnitt 2 liefert zwar den Beweis, dass der Alex-
andermodul tatsdchlich eine Invariante ist, aber der homologische Ansatz aus Abschnitt
3 gibt uns ein tieferes Verstiandnis dieses Moduls. Der homologische Ansatz ermdoglicht
auch eine einfachere Berechnung des Alexandermoduls, die in Abschnitt 4 vorgestellt
wird. Der Alexandermodul selbst ist jedoch noch keine ,,gute” Invariante, da sich zwei
Moduln nur schwer vergleichen lassen. Daher leiten wir in Abschnitt 5 das Alexander-
polynom her und geben ein Beispiel fiir seine Anwendung. Im letzten Abschnitt stelle
ich schlieklich die urspriingliche Definition des Alexanderpolynoms vor, wie sie 1927 von
Alexander in [Ale28] zu finden ist und stelle den Bezug zu den moderneren Ansétzen
her.

1.2 Wichtige Definitionen und Konventionen

Fiir die genaue Definition eines mathematischen Knotens existieren viele Varianten. Fiir
die Fragestelllungen dieser Arbeit kommt es nicht allzu sehr darauf an, dennoch halten
wir uns im Zweifel an folgende Definitionen aus [BZ03|, die den Begriff der ambienten
Isotopie nutzen:

Definition 1.1. Ein Knoten ist eine Einbettung K : S' — R3, d.h. eine stetige Abbil-
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dung, sodass K ein Homdomorphismus von S! auf K(S1) ist.

Definition 1.2. Zwei Einbettungen fi, fo : X — Y heifen ambient isotop, wenn es eine
stetige Abbildung F': Y x [0,1] — Y gibt, sodass:

o F(-,0) =idy
e F(.,t):Y — Y ist ein Homéomorphismus fir alle ¢ € [0, 1]
o I['(,1)o f1 = fo.

Eine solche Abbildung F wird dann ambiente Isotopie genannt.

Definition 1.3. Zwei Knoten heifsen dquivalent, wenn sie ambient isotop sind.

Der Begriff , Knoten* und das Symbol K wird sowohl fiir die Abbildung K : S — R3
gebraucht, als auch fiir das Bild K (S') oder fiir eine Aquivalenzklasse von Knoten oder
fiir die Bilder einer solchen Aquivalenzklasse. Zur besseren Unterscheidung wird eine
Aquivalenzklasse von Knoten auch Knotentyp genannt.

Definition 1.4. Ein Knoten heifst zahm, wenn er dquivalent zu einem Knoten ist, dessen
Bild ein geschlossener Polygonzug ist. Ein nicht zahmer Knoten heifst wild.

Definition 1.5. Eine Projektion p : R® — FE in eine Ebene E C R3 heilt requlire
Projektion eines polygonalen Knotens K, falls sie folgende Bedingungen erfiillt:

e Es gibt nur endlich viele Punkte = € E, fiir die das Urbild p~!(z) mehrere Punkte
enthélt. Diese x heiffen Kreuzungen.

e Das Urbild p~!(z) einer Kreuzung x € E besteht aus genau zwei Punkten.
e Kein Eckpunkt des Polygonzugs wird auf eine Kreuzung abgebildet.

Wichtige Konventionen: In dieser Arbeit werden wir uns ausschlieflich mit zahmen
Knoten beschéftigen, mit einem Knoten ist im Folgenden immer ein zahmer Knoten
gemeint. Genauso sind alle Abbildungen immer stetige Abbildungen, wenn nicht anders
angegeben.

2 Der gruppentheoretische Weg zum Alexandermodul

2.1 Knotengruppe und Dehnprasentation

Der erste Schritt zur gruppentheoretischen Herleitung des Alexandermoduls ist die so-
genannte Knotengruppe. Diese ist eine Knoteninvariante, die sehr viel Information iiber
den Knoten in sich tragt.
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Definition 2.1. Den Isomorphietyp 7 (R?* \ K) der Fundamentalgruppe des Komple-
ments eines Knotens K nennen wir die Knotengruppe und bezeichnen sie mit G.

Die Knotengruppe ist genau genommen also nur ein Isomorphietyp von Gruppen und
keine konkrete Gruppe.

Satz 2.2. Die Knotengruppe hingt nicht von der Wahl des Reprasentanten des Knotens
ab. Das bedeutet Gx = m (R3\ K) ist eine Knoteninvariante.

Beweis. Seien Ky, Ky zwei dquivalente Knoten. Dann gibt es per Definition eine Umge-
bungsisotopie F : R? x [0,1] — R? der beiden Knoten. Insbesondere ist F(-,1) ein Ho-
moomorphismus. Wegen F(-,1) o Ky = Ky ist F(-,1)|gs\k, ein Hom6omorphismus von
R3\ K} nach R?\ K5. Da homdomorphe Ridume isomorphe Fundamentalgruppen haben,
héngt die Fundamentalgruppe also nicht von der Wahl des Représentanten ab. O

i
w
y 4
Abb. 1: Kreuzungen induzieren Relationen Abb. 2: Kleeblattschlinge

Satz 2.3. Gegeben sei ein Knoten mit einer requldren Projektion. Die Projektion unter-
teile die Ebene in n beschrinkte Teilflichen und eine unbeschrinkte. Die beschrdnkten
Teilflachen bezeichnen wir mit ay, . . ., a, und die unbeschrankte mit ag. Die Knotengrup-
pe G wird prasentiert durch Erzeuger

€1,...,€En

und einer Relation fiir jede Kreuzung in der Projektion. Jede beschrdinkte Teilfldche
a; entspricht einem e;. Die unbeschrinkte Teilfliche ag entspricht der 1 =: ey in der

Knotengruppe. Fiir eine Kreuzung wie in Abbildung 1 lautet die Relation
eset_l = euev_l.

Diese Prisentation der Knotengruppe nennen wir Dehnprdasentation.
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Beispiel 2.4. Als Beispiel berechnen wir die Knotengruppe der Kleeblattschlinge, die
in Abbildung 2 zu sehen ist. In diesem Beispiel unterscheiden wir nicht zwischen a; und
e;, beide werden gleich bezeichnet. Die Dehnprésentation dieses Knotens ist die Gruppe
mit Erzeugern z, vy, z, w und Relationen

Das lasst sich vereinfachen, indem wir die letzte Relation nach w umstellen und einsetzen:

T = zxy’l, Yy = zxzL.

Erneut konnen wir die zweite Relation in die erste einsetzen und erhalten die Gruppe

1

<mzl|lx=zvza 2! >=Gkg.

Abb. 3: Die Verbindungsstrecken S; an jeder Kreu- Abb. 4: Basis der Dehnprésentation
zung der Projektion

Beweis von Satz 2.3. Wir wihlen einen Basispunkt xy € R\ K, der in der Projektion
in der Teilfliche aq liegt. Fiir jede Kreuzung in der reguldren Projektion definieren wir
eine Strecke S;, die den oberen Teil der Kreuzung mit dem unteren Teil der Kreuzung
verbindet. Die Endpunkte seien nicht in \S; enthalten. Diese Strecken sind in Abbildung
3 schwarz eingezeichnet. Sei m die Anzahl der Kreuzungen. Der Raum

X=R*\(KUS,U---US,)

ist damit homotopie-aquivalent zu \/7_, S*. Daher ist 71 (X, x¢) die frei erzeugte Gruppe
der Elemente ¢;, die in Abbildung 4 zu sehen sind: Jede Basiskurve e; verlauft iiber den
Knoten hinweg, dann innerhalb der Teilfliche a; nach unten und schlieflich unterhalb
des Knotens wieder zurtick.

Induktiv fiigen wir nun die Strecken S; wieder in X ein und erhalten dabei jeweils
eine Relation. Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, wir hétten die Fundamen-
talgruppe von

X, =R\ (KUS U---US})
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bereits berechnet. Der Induktionsanfang ist X = X,,. Wir leiten aus (X, x¢) nun
m1(Xk—1,20) her. Sei dazu S;, C R\ K eine offene Aufdickung von Sy. Wir wenden den
Satz von Seifert und van Kampen auf X;_; = X;US}, an: Die Fundamentalgruppe von S},
ist trivial, deshalb kommen beim Ubergang von X}, zu X;,_; keine neuen Erzeuger hinzu.
Die Menge X NS} ist homotopie-dquivalent zu einem Volltorus, also wird 71 (X N S},)
von einer Kurve erzeugt, die Sy, einmal umléuft. Diese Kurve ist in S}, nullhomotop und
in X, lasst sie sich schreiben als

eset_leveq:l

fiir s,¢,v,u wie in Abbildung 1. Beim Ubergang von X}, zu Xj_; entsteht also die neue
Relation
ese; teye,t = 1.

Da X, = R®\ K, haben wir damit die Behauptung gezeigt.
O

Der Beweis zeigt zuséatzlich: Es muss nicht notwendigerweise die unbeschrankte Teilfla-
che mit der 1 identifiziert werden. Jede andere Teilfliche kann diese Rolle iibernehmen.

2.2 Kommutatorgruppe und Abelisierung

Die Fundamentalgruppe des Knotenkomplements ist sehr sensitiv: im Wesentlichen cha-
rakterisiert sie den Knoten vollstéandig (siche [BZ03, 3.15]). Das Problem ist die Ver-
gleichbarkeit: Es gibt keinen Algorithmus, um in garantiert endlich vielen Schritten
festzustellen, ob zwei Gruppen isomorph sind (Satz von Adian-Rabin, siehe [Rab58|).
Daher versuchen wir nun, aus der Fundamentalgruppe andere Objekte abzuleiten, die
zwar weniger Information iiber den Knoten tragen, aber dafiir besser vergleichbar sind.
Die erste Idee dazu ist, dass abelsche Gruppen einfacher zu klassifizieren sind als beliebi-
ge Gruppen. (Zumindest endlich erzeugte abelsche Gruppen kénnen vollstandig klassifi-
ziert werden und die Fundamentalgruppe des Knotenkomplements ist tatséchlich endlich
erzeugt.) Jede beliebige Gruppe lésst sich wie folgt mithilfe der sogenannten Kommuta-
torgruppe ,abelisieren®:

Definition 2.5. Gegeben sei eine Gruppe GG. Dann definiere die Kommutatorgruppe G’
als die von {aba™'b~! | a,b € G} erzeugte Untergruppe.

Die Kommutatorgruppe ist ein Mafsstab dafiir, wie weit eine Gruppe davon entfernt ist,
abelsch zu sein. Ist G abelsch, dann ist stets aba='b~! = 1 und die Kommutatorgruppe
ist somit die triviale Gruppe.

Lemma 2.6. Jeder Endomorphismus auf G bildet die Kommutatorgruppe G' in sich
selbst ab. Das heif$t, wenn ¢ : G — G ein Endomorphismus ist, dann gilt o(G') C G'.
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Beweis. Seien a,b € GG. Dann gilt per Definition der Kommutatorgruppe

p(aba™'b™") = p(a)p(b)p(a) to(b) " € G

Das Lemma gilt also fiir ein Erzeugendensystem von G’ und somit fiir alle Elemente in

G O

Als Spezialfall erhalten wir fiir ¢ : z — uzu™' mit v € G, dass uzu™ € G’ fiir alle
x € G' und u € G. Das beweist das folgende Lemma:

Lemma 2.7. Die Kommutatorgruppe G’ ist Normalteiler in G.

Wir kénnen also die Faktorgruppe G /G’ bilden. Dabei geschieht etwas Uberraschen-
des: Aus der nicht notwendigerweise abelschen Gruppe G entsteht eine abelsche Gruppe
G/G'. Der nicht abelsche Anteil wurde gewissermafsen ,herausgeteilt:

Lemma 2.8. Sei G eine beliebige Gruppe. Dann ist G/G' abelsch.

Beweis. Fiir g € G bezeichne [g] die zugehérige Aquivalenzklasse in G/G". Seien [a], [b] €
G/G'. Wegen aba'b~! € G’ ist [aba"'b~!] eine Darstellung des neutralen Elements in
G/G'. Daher:

[b][a] = [aba™"b~"][b][a] = [aba™"b"ba] = [a][}]

]

Diese Methode garantiert nicht nur eine abelsche Gruppe als Ergebnis, sondern erhélt
dabei so viel von der Ausgangsgruppe wie moglich. Am folgenden Lemma sieht man
diese Tatsache: Die Kommutatorgruppe ist gewissermafen die kleinste Untergruppe U,
sodass G/U abelsch ist.

Lemma 2.9. Sei G eine Gruppe und U C G ein Normalteiler, sodass G/U abelsch ist.
Dann gilt G' C U.

Beweis. Seien a,b € G und [a], [b] € G/U die zugehorigen Aquivalenzklassen. Da G /U
abelsch ist gilt [a][b] = [b][a] und somit

1 = [a][b][a] "] = [aba™"b7"].
Daraus folgt, dass aba='b~! € U. Da a, b beliebig waren, beweist das die Behauptung. [

Aus Lemma 2.6 folgt zudem, dass die Kommutatorgruppe invariant unter Automor-
phismen ist. Daher héingt die Kommutatorgruppe nur vom Isomorphietyp der Gruppe
und nicht von der konkreten Gruppe ab. Eine solche Untergruppe nennt sich charakte-
ristisch. Aus diesem Grund kénnen wir von der Kommutatorgruppe der Knotengruppe
Gk sprechen, obwohl Gk nur bis auf Isomorphie definiert ist.
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Beispiel 2.10. Wir berechnen die Kommutatorgruppe und die Abelisierung der Gruppe

1 > aus Beispiel 2.4. Die Abelisierung zu bestimmen ist

G =< z,z | x = zzza~ 'z
einfach: Alle Elemente der Form aba™'0~! werden mit 1 identifiziert. Das ergibt also zu
je zwei Elementen eine neue Relation ab = ba. Diese Relationen implizieren dann auch,
dass die gesamte Kommutatorgruppe mit 1 identifiziert wird. Die Abelisierung hat also
die gleiche Gruppenprésentation, nur dass nun Kommutieren von Elementen erlaubt ist.
Statt alle diese neuen Relationen anzufiihren, konnen wir auch einfach angeben, dass es
sich um eine Présentation einer abelschen Gruppe handelt. Um das zu betonen, schreiben

wir als Gruppenverkniipfung dann ,,+“
Gr/Gy=<z,z|x=z4+x+z—ax—2>=<uz,z|0=2>=<z|—>X7.

Wir kénnen aber auch die Kommutatorgruppe bestimmen: Dazu verwenden wir fol-
genden Trick: Wir ersetzen den Erzeuger x durch X := z712. Spéter werden wir sehen,
warum diese Ersetzung sinnvoll ist. Damit erhalten wir durch Einsetzen von z = 2X
folgende Beschreibung der Knotengruppe:

Gr=<X,z|2X = 2(2X)2(2X) "2 >=< X, 2| X = (2X)2(zX) 'z >

Da die Kommutatorgruppe die von den Elementen der Form aba='b~! erzeugte Unter-
gruppe ist, liegt X = (2X)2(2X)"'27! in G%. Wir werden nun zeigen, dass die Kommu-
tatorgruppe G% in Gx von Elementen der Form 2*X27% mit k € Z erzeugt wird. Wir
bezeichnen die von diesen Elementen erzeugte Untergruppe mit H. Die Untergruppe H
besteht aus genau den Elementen, deren z-Exponenten sich zu Null aufaddieren. Daher
ist H offensichtlich ein Normalteiler in G .

Wir zeigen zuerst G C H mithilfe von Lemma 2.9, indem wir beweisen, dass Gx/H
abelsch ist. Die Gruppe G /H wird erzeugt von [X] und [2]. In G /H gilt [2FX27%] =
[1], insbesondere [X] = [1]. Daher konnen wir auf [X] als Erzeuger verzichten. Durch
Einsetzen von [X] = [1] in die Relation bleibt nur noch [1] = [1] {ibrig. Die Gruppe
Gk /H ist also frei erzeugt von [z]. Somit ist G /H = Z und insbesondere kommutativ.

Nun zeigen wir H C G’. Das Einsetzen der Relation in einen Erzeuger von H liefert:

FXF = R X)2(2X) T e e = X X T TR = (MPLX) (AT XO) T e G

Das zeigt H C G%, also G% = H. Die Kommutatorgruppe G ist also die von 2*Xz7*
mit k € Z in G erzeugte Untergruppe.

Eine Moglichkeit, mithilfe dieser Methode aus der Knotengruppe eine neue Invariante
zu gewinnen, ware natiirlich die Knotengruppe selbst zu ,abelisieren”. Leider gilt fiir
jeden Knoten aber, dass Gx/G% = Z, wie wir gleich sehen werden. Diese Invariante
ist also alles andere als sensitiv. Anschliekend werden wir sehen, wie wir mithilfe der
Abelisierung trotzdem eine schone Invariante gewinnen konnen.



2 Der gruppentheoretische Weg zum Alexandermodul

Satz 2.11 (Hurewicz-Theorem, siehe [Bre97, IV 3.4]). Sei X ein topologischer Raum
und xo € X. Dann ist die Abbildung ® : m(X,x0) — H1(X), die jede Kurve auf den ent-
sprechenden Zyklus abbildet, ein wohldefinierter Homomorphismus. Ist X wegzusammen-
héingend, dann induziert sie einen Isomorphismus ®, : m (X, xg) /71 (X, x9) — H1(X).

Satz 2.12 (siche auch |[BZ03, 3A]). Fir jeden zahmen Knoten K gilt: Gk /Gy = Z.

Beweis. Sei U eine offene Aufdickung des Knotens K, genauer eine Tubenumgebung.
Dann ist U homotopie-dquivalent zu S* und U \ K ist homotopie-dquivalent zu einem
Torus. Wir verwenden den Satz von Mayer-Vietoris und erhalten die folgende exakte

Sequenz:
Hy(R?) — Hi(U\ K) — Hi(R*\ K) ® Hy(U) — H,(R?)
—— —_——— —— ——
=~ =72 =7, =0
Daraus folgt H;(R*\ K) 2 Z. Da G = m(R*\ K), ist nach dem Hurewicz-Theorem
(Satz 2.11) die Abelisierung von Gk isomorph zu Z, also Gk /G = Z. O

Einfaches Abelisieren bringt uns an dieser Stelle also nicht weiter. Der Trick ist nun,
die Kommutatorgruppe G’ zu abelisieren. Dazu bildet man die Kommutatorgruppe
der Kommutatorgruppe, welche wir die zweite Kommutatorgruppe nennen und mit G’
bezeichnen. Spéatestens hier sollten wir die Vorstellung der Kommutatorgruppe als ,nicht
abelscher Anteil“ einer Gruppe aufgeben. Dieser Vorstellung nach kénnte man vermuten,
dass die Kommutatorgruppe von G’ wieder G selbst ist. Das ist aber im Allgemeinen
nicht der Fall. Durch das fortgesetzte Bilden der Kommutatorgruppe kénnen immer
wieder neue Untergruppen entstehen.

Beispiel 2.13. Diesen Trick wollen wir an der Gruppe aus Beispiel 2.10 ausprobieren.
Dazu miissen wir aber erst einmal die oben berechnete Gruppe G’ besser verstehen.
Wir haben bisher nur die folgende Beschreibung als Untergruppe von G g: Die Kommu-
tatorgruppe G’ ist die von z¥X27* mit k € Z erzeugte Untergruppe in

Gr=<X,z| X = (2X)z(zX)"'27" >.

Hieraus eine Beschreibung als Gruppe mit Erzeugern und Relationen, also eine Grup-
penprésentation abzuleiten, ist gar nicht so einfach, denn die Gruppe G’% kennt das
Element z nicht. Machen wir uns also zunéchst einmal klar, was eine Gruppenprasenta-
tion bedeutet.

Es gibt ein konkretes Modell fiir eine Gruppenprésentation < S | R > mit Erzeugern
S und Relatoren R: Man bildet die freie Gruppe Fg mit Erzeugern S. Dann bildet man
den kleinsten Normalteiler N in Fg, der die Relatoren R enthélt. Dieser wird erzeugt
von der Menge aller Konjugierten von R, also von

{grg™' | g € Fs,r € R}.

10
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Dann gilt
<S8 | R >= FS/N

Im Fall von G ist Fg =< X,z | — > und N wird darin erzeugt von
{gX 1 (2X)2(zX) 27 tgt | g € Fy).

Da die Exponenten von z sich bei diesen Elementen immer zu 0 aufaddieren, liegt N
vollstiindig in der freien Gruppe Fg von S’ := {zFX27% | k € Z}. Somit ist dann

' = Fg//N.

Um dies als Gruppenpréasentation zu schreiben, nehmen wir als Erzeuger natiirlich
S"={(z*Xz7%) | k € Z}. Als Menge von Relatoren reicht nun {X1(2X)z(2X)" 271}
aber nicht mehr aus, denn z ¢ Fg.. Wir sind gezwungen auch alle z-Konjugierten dieses
Relators aufzunehmen, also

R = {*X'(2X)z(zX) 227" | ke Z}
= {(ZFX R IX ) (X T ke 7).

Wir schreiben (28X 27%) ab jetzt immer in Klammern, um zu betonen, dass dies in G%
kein Produkt aus drei Faktoren mehr ist, sondern ein Erzeuger, der nur noch den Namen
(2 X 27%) trigt. Als Gruppenprisentation konnen wir also schreiben:

Gl =<(2FX27F) fiir k € Z |
(X)X PP X DT = 1 fir ke Z > .
Wie wir in Beispiel 2.10 gesehen haben, entsteht beim Herausteilen der Kommutator-

gruppe eine Gruppe mit der gleichen Préasentation, die dann aber abelsch ist. Wieder
schrieben wir als Gruppenverkniipfung ,,4+“, um das anzuzeigen.

Gl |Gl =<(2"X27F) fiir k € 7 |
— (XY 4 (X R (X =0 fir ke Z > .
Die Prisentation von G’ /G’ ist also recht kompliziert. Sie hat abzéhlbar viele Erzeu-
ger und abzahlbar viele Relationen. Es gibt auf dieser Gruppe aber noch eine zusétzliche

Struktur, die die Beschreibung vereinfacht. Diese Struktur wird vom Alexandermodul
erfasst.

2.3 Gruppentheoretische Definition des Alexandermoduls

Definition 2.14 (Alexandermodul, siche auch [BZ03, 8A]). Sei K ein zahmer Knoten.
Dann nennen wir My = G’ /G’ den Alexandermodul. Diese Gruppe soll ein Modul iiber

11
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Z[t,t7'] werden. Der Ausdruck Zl[t, t~!] bezeichnet den Ring der Laurent-Polynome iiber
Z. Die Laurent-Polynome sind eine Verallgemeinerung der Polynome: Es werden auch
negative Exponenten zugelassen. Ein Element von Z[t,t™!] ist also von der Form

Cont™ + ottt 4 et

mit ¢; € Zund m <n € Z.

Es geniigt zu definieren, was Multiplikation mit 1, mit ¢ und mit ¢~ bedeuten soll,
denn von diesen Elementen wird der Ring der Laurentpolynome erzeugt. Sei a € M.
Als Multiplikation mit 1 definieren wir einfach

1-a:=a,

wodurch der Alexandermodul zu einem unitdren Modul wird. Sei T' € Gk, sodass [T] €
Gk /G = Z ein Erzeuger ist. Dann definiere die Multiplikation von [a] € G’ /G’ mit
t bzw. t7! als

t-la] = [TaT ' und t* - [a] == [T aT)

Obwohl T nicht in G liegt, gilt TaT ! € G, denn G’ ist Normalteiler. Daher liegt
[TaT~'] und ebenso [T'aT| also tatsichlich in G%/GY.. Bei dieser Definition gibt es
aber ein anderes Problem: Der entstehende Modul hangt von der Wahl des Erzeugers
[T] € Gk/G' ab. Dieses Problem kénnte gelost werden, indem wir die Orientierung
des Knotens nutzen und festlegen, welcher Erzeuger in Abhéngigkeit dieser Orientie-
rung gewahlt werden soll. Zusétzlich ergibt sich dabei aber die Schwierigkeit, dass die
Knotengruppe nur bis auf Isomorphie definiert ist. Wir miissten also zusétzlich einen
kanonischen Basispunkt wéhlen. Wir ignorieren das Problem an dieser Stelle aber ein-
fach. Spéater werden wir sehen, dass die Invarianten, die wir aus dem Alexandermodul
extrahieren werden, diese Uneindeutigkeit umgehen.

Satz 2.15. Abgesehen von der Wahl von T oder T, ist der Alexandermodul ein wohl-
definierter Modul.

Beweis. Dass die obige Definition die Modul-Axiome erfiillt, ist leicht einzusehen. Wir
miissen aber zweimal Wohldefiniertheit zeigen: Wir wollen zuerst zeigen, dass das Pro-
dukt nicht von der Wahl des Représentanten fir [T] € G /G abhéngt. Sei b € G'.
Dann gilt in G% /G-

[VTa(bT) ]

= [bTaT 'b7!
= [b][TaT~"][b7"] (denn TaT~' € G nach Lemma 2.7)
= [b][b~Y[TaT™ ! (denn G'% /G, ist abelsch nach Lemma 2.8)
= [TaT™]

12



3 Der homologische Weg zum Alexandermodul

Wir zeigen schlielich, dass das Produkt auch nicht von der Wahl des Reprasentanten
fir [a] € G’ /G’ abhéngt. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass G” nicht nur Normalteiler
in G ist, sondern auch in G. Dazu wenden wir Lemma 2.6 auf ¢ : G — G,z +— uzu™?
mit v € G an. Demnach ist ¢ auch ein Endomorphismus auf G’. Erneutes Anwenden des
Lemmas sagt uns, dass uzu=!' € G” fiir alle x € G” und v € G. Also ist G” Normalteiler
in G.

Sei nun h € GY%. Dann gilt in G /G'%:

[ThaT ]

= [ThT *TaT™]

= [ThT | [TaT™] (denn ThT ™', TaT ' € G% nach Lemma 2.7)

= [TaT™"] (denn ThT™! € GY%, weil G’ Normalteiler in G ist)

Beispiel 2.16. Wenden wir diese Modulstruktur auf
Gl |Gl =< (ZFX27F) | —(ZFX27F) 4 (X7 — (PPEX ) =0 >

aus Beispiel 2.13 an, dann vereinfacht das die Prasentation enorm. Aus Beispiel 2.10
wissen wir, dass [z] die Gruppe Gk /G’ erzeugt, also konnen wir 7" := z wihlen. Wenn
wir G /G als Modul betrachten, konnen wir uns auf X als Erzeuger beschrianken, denn
Multiplikation mit t* produziert alle anderen Erzeuger (2*X27%) = t*X der Gruppen-
prasentation. Wir brauchen auch nur noch eine Relation, wie etwa

—X +tX —t2X =0,

denn Multiplikation dieser Gleichung mit t* liefert jede andere Relation der Gruppen-
prasentation. Als Modulpréasentation gentigt also

WG =< X | X +tX — X =0> .

Dies ist der Alexandermodul der Kleeblattschlinge.

3 Der homologische Weg zum Alexandermodul

Der im vorigen Abschnitt konstruierte Modul My kann auch auf eine ganz andere Wei-
se definiert werden. Tatsédchlich ist er die erste Homologie eines topologischen Raumes
Cs, den wir im Folgenden konstruieren werden. Dieser Raum bildet eine Uberlagerung
p: Cyx — R\ K des Knotenkomplements. Einige wichtige Ergebnisse aus der Theo-
rie der Uberlagerungen werden wir daher in Abschnitt 3.2 zusammenfassen. Zunichst
werden wir uns aber mit den Seifertflichen auseinandersetzen, die die Grundlage der
Konstruktion von Cy, bilden.

13



3 Der homologische Weg zum Alexandermodul

3.1 Seifertflachen

L X

(a) Seifertflache (b) Mobiusband (keine Seifertflache!)

Abb. 5: Beispiele fiir Flachen mit der Kleeblattschlinge als Rand

Zur Konstruktion der Uberlagerung des Knotenkomplements betrachten wir Flichen,
deren Rand der Knoten ist. Wir werden sie spater dazu nutzen, die einzelnen Blatter der
Uberlagerung C., ,zusammenzukleben®. In Abbildung 5 sind Beispiele fiir solche Flichen
zu sehen. Die Abbildungen zeigen, dass solche Flichen zwei Seiten haben kénnen, so wie
in Abbildung 5(a), aber auch Flichen mit nur einer Seite wie in Abbildung 5(b) sind
moglich. Wir brauchen zweiseitige Fldchen, da nur diese sich zum ,Zusammenkleben‘
von zwei Rdumen eignen. Um das Konzept der Zweiseitigkeit zu erfassen, kann man
den Begriff der Orientierbarkeit nutzen. Fiir unsere Zwecke ist es aber niitzlicher, die
folgende Definition zu machen:

Definition 3.1. Ein Doppelkragen zu einer Fliche S C R3 ist eine Einbettung n :
S x [-1,1] — R3, sodass n(s,0) = s fiir s € S.

Ein solcher Doppelkragen gibt der Fléche eine positive und eine negative Seite, sodass
Fléchen wie in Abbildung 5(b) ausgeschlossen werden.

Definition 3.2. Eine Seifertfliche eines Knotens K ist eine zusammenhéngende, kom-
pakte Fliche S C R?® mit Doppelkragen, deren Rand der Knoten ist, also 05 = K.

Aquivalent kann man den geforderten Doppelkragen durch eine Orientierung auf S er-
setzen: Nach dem Tubenumgebungssatz existiert fiir jede Fliche im R? eine sogenannte
Tubenumgebung, welche isomorph zum Normalenbiindel der Flache ist. Die Tubenum-
gebung ist ein Doppelkragen genau dann, wenn das Normalenbiindel trivial ist und dies
ist genau dann der Fall, wenn die Fléche orientierbar ist. Naheres zu Tubenumgebungen

14



3 Der homologische Weg zum Alexandermodul

findet sich in [BJ73, §12]. Wir werden aber explizit den Doppelkragen der Seifertfliche
nutzen, weshalb fiir uns die obige Definition die sinnvollere ist.

Satz 3.3. Jeder zahme Knoten hat eine Seifertfliche.

Beweis. Gegeben sei eine regulire Projektion und eine Orientierung des Knotens. Mit-
hilfe des folgenden Algorithmus léasst sich daraus eine Seifertflaiche konstruieren:

ay a2

€2 €1

Abb. 6: Konstruktion der Seifertkreise

Schritt 1: Konstruiere geschlossene Kurven ohne Kreuzungen in der Pro-
jektionsebene, die bis auf kleine Umgebungen der Kreuzungen mit der Kno-
tenprojektion iibereinstimmen.

Dazu l6sen wir jede Kreuzung auf wie in Abbildung 6: Wir wéhlen vier Punkte
e1, a1, s, ay auf der Knotenprojektion, sodass e;/a; auf dem eingehenden/ausgehenden
Teilstiick des oberen Segments und e;/ay; auf dem eingehenden/ausgehenden Teilstiick
des unteren Segments liegen. Nun ersetzen wir die Verbindungen von e; nach a; und
von es nach as durch Verbindungen von e; nach as und von von ey nach a;. Die Ver-
bindungen konnen so gewahlt werden, dass sie sich nicht iiberkreuzen. Die Orientierung
der Knotenprojektion kann dann auf die neu entstandenen Kurven iibertragen werden.

Ist dieser Schritt an allen Kreuzungen ausgefiihrt, erhalten wir disjunkte geschlossene
Kurven, diese nennen sich Seifertkreise. Diese Seifertkreise konnen beliebig ineinander
verschachtelt oder nebeneinander liegen.

Schritt 2: Finde eine Fliche mit Doppelkragen, deren Rand die Seifertkreise
sind.

Zunéchst heben wir die inneren Seifertkreise etwas von der Projektionsebene ab: Die
innersten am weitesten nach vorne, die dufersten bleiben in der Ebene. Nun gibt es zur
Projektionsebene parallele Fliachen, deren Rand die Seifertkreise sind. Die Flachen besit-
zen offensichtlich einen Doppelkragen. Wir kénnen jeweils sogar wéhlen, ob der positive
Teil des Doppelkragens vor oder hinter der Fldache liegen soll. Wir wéhlen ,davor®, falls
die Kurve positiv orientiert ist, und ,dahinter”, falls die Kurve negativ orientiert ist.
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3 Der homologische Weg zum Alexandermodul

(a) bei nebeneinander liegenden Seifertkreisen (b) bei ineinander liegenden Seifertkreisen

Abb. 7: Einfiigen der Verbindungsstiicke mit Doppelkragen.

Schritt 3: Erginze Verbindungsstiicke, deren Rand den entfernten Teilen
der Knotenprojektion entspricht und deren Doppelkragen kompatibel ist mit
dem Doppelkragen der bereits konstruierten Flache.

An jeder Kreuzung in der Knotenprojektion gilt folgendes: Die Abschnitte von e; nach
as und von von e, nach a; gehoren zu verschiedenen Seifertkreisen, da der Seifert-Kreis
sonst einen Kreuzungspunkt hatte. Nun gibt es zwei Fille: Entweder liegen die beiden
Seifertkreise nebeneinander, dann haben sie unterschiedliche Orientierungen. Oder sie
liegen ineinander, dann haben sie gleiche Orientierungen. Abbildung 7 zeigt, wie die
Fléchen in beiden Féllen mit einem einfach verdrillten Band verbunden werden koénnen.
Der positive Teil des Doppelkragens ist blau, der negative Teil griin eingefarbt. Man
sieht, dass der Doppelkragen sich auf dem Band fortsetzt.

m

Die Existenz von Seifertflichen fiir jeden zahmen Knoten bildet die Grundlage der
homologischen Konstruktion des Alexandermoduls. Wir miissen aber bereits hier fest-
stellen, dass die Konstruktion alles andere als eindeutig ist. Das Ergebnis des obigen
Algorithmus héngt tatséchlich von der Wahl der Knotenprojektion ab, wie das folgende
Beispiel zeigt:

Beispiel 3.4. In Abbildung 8(a) ist eine Projektion des Unknotens zu sehen. Das ist
der Knoten, der auch von der kanonischen Einbettung von S' in R? repriisentiert wird.
Natiirlich ist es einfach, eine Seifertfliche fiir den Unknoten zu finden: Nehmen wir
die kanonische Einbettung von S' in R? als Reprisentanten, dann ist die kanonische
Einbettung der D? in R? eine Seifertfliche. Wir fithren trotzdem den Seifert-Algorithmus
fiir die in der Abbildung gegebene Projektion durch.
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3 Der homologische Weg zum Alexandermodul

/\\

(&

) Der gegebene Knoten ) Seifertkreise

» X

) Fliachen, deren Rand die Seifertkreise sind (d) Einftigen der Verbindungsstiicke

o

) Der urspriingliche Knoten mit der konstruier- (f) Eine isotopierte Version dieser Seifertfliche
ten Seifertfliche

Abb. 8: Konstruktion einer Seifertflache
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3 Der homologische Weg zum Alexandermodul

Zunéchst zeichnen wir die Seifertkreise ein, die die Orientierung vom Knoten iiberneh-
men. Dabei entstehen zwei negativ orientierte und ein positiv orientierter Seifertkreis,
wie Abbildung 8(b) zeigt. Die negativ orientierten Kreise liegen ineinander, deshalb
wird der innere Kreis etwas aus der Ebene herausgehoben, um die Kreise dann jeweils
mit Einbettungen von D? auszufiillen. Der Doppelkragen wird dabei entsprechend der
Orientierung der Seifertkreise gewéhlt, sieche Abbildung 8(c). Die positive Seite des Dop-
pelkragens wird dort blau, die negative griin dargestellt. Fiir jede Kreuzung in der ur-
spriinglichen Projektion fiigen wir dann einfach verdrillte Bander ein. In Abbildung 8(d)
sieht man, dass diese Bander den Doppelkragen fortsetzen. Es entsteht die Flache aus
Abbildung 8(e). Vergleicht man mit Abbildung 8(a), dann wird klar, dass der Rand der
entstehenden Flache genau dem urspriinglichen Knoten entspricht.

Durch eine ambiente Isotopie der konstruierten Seifertfliche entsteht die Fléache aus
Abbildung 8(f). Diese Abbildung zeigt ganz klar, dass die konstruierte Seifertflache nicht
homdomorph zu D? ist. Es gibt also schon fiir den Unknoten verschiedene Seifertflichen
und die vom Algorithmus produzierte Seifertfliche hingt stark von der gewahlten Pro-
jektion ab.

3.2 Kurzzusammenfassung zu Uberlagerungen

Mithilfe der Seifertflache konnen wir nun den Raum C., konstruieren. Wir mochten
erreichen, dass m(Cw) = G’ gilt, denn dann gilt nach dem Hurewicz-Theorem (Satz
2.11) H1(Cw) = G% /G = M. Bevor wir aber mit der Konstruktion von Cy, beginnen,
erinnern wir uns an einige Ergebnisse aus der Theorie der Uberlagerungen. Die Beweise

zu den hier zitierten Sétzen und weitere Ausfiihrungen dazu sind in [Hat02]| zu finden.

Definition 3.5. Eine Uberlagerung eines Raumes X ist eine Menge X zusammen mit
einer Abbildung p : X — X, die die folgende Bedingung erfiillt: Es gibt eine offene
Uberdeckung U, von X, sodass p~'(U,) fiir jedes « eine disjunkte Vereinigung von
offenen Mengen in X ist, von denen jede homsomorph auf U, abgebildet wird.

Satz 3.6. Gegeben sei eine Uberlagerung p : X — X und eine Kurve v : [0,1] — X. Fiir
jeden Startpunkt Ty mit p(Zo) = v(0) gibt es dann eine eindeutige Kurve 7 : [0,1] — X,
sodass p oy = . Wir sagen dann, dass v zu v hebt oder liftet.

Da p stetig ist, induziert p einen Homomorphismus p, : Wl(X ,Zo) — m (X, p(Zg))-
Diese Abbildung ist in der Regel nicht surjektiv. Sie trifft nur die geschlossenen Kurven
in X, die zu einer ebenfalls geschlossenen Kurve in X heben. Wegen der Eindeutigkeit
des Lifts ist p, stets injektiv. Das bedeutet, dass p, ein Isomorphismus von ()Z' , Zo)
auf p,(m1(X, %)) ist. Unser Ziel ist also eine Uberlagerung p : Coe — R*\ K, sodass
P«(m1(Cx)) = G'. Dann ist auch m(Cy) = G%. Das folgende Ergebnis versichert uns,
dass eine solche Uberlagerung tatsichlich existiert und sogar eindeutig ist:
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3 Der homologische Weg zum Alexandermodul

Satz 3.7 (sieche |[Hat02, Theorem 1.38|). Sei X ein wegzusammenhdngender, lokal weg-
zusammenhdngender, semilokal einfach zusammenhdingender Raum (z.B. das Knoten-
komplement). Dann gibt es eine Bijektion zwischen der Menge der Basispunkt erhalten-
den Isomorphieklassen wegzusammenhingender Uberlagerungen p - (X,i:o) — (X, z9)
und der Menge der Untergruppen von ww(X,xy). Diese assoziiert die Uberlagerung p -
(X, &) — (X, z0) mit der Untergruppe p,(m (X, Zo)).

Ein weiteres wichtiges Konzept der Uberlagerungstheorie sind die Decktransforma-
tionen. Dies sind Abbildungen ¢ : X — X, fiir die p o ¢ = p gilt. Sie bilden iiber
Verkettung eine Gruppe, die wir Aut(X) nennen. Wegen Satz 3.6 legt das Bild eines
einzigen Punktes die Decktransformation bereits eindeutig fest.

3.3 Konstruktion der Uberlagerung C.,

- +
NO NO
Abb. 9: Konstruktion von Cy

Die folgende Konstruktion findet sich auch in [Rol76, 5.C|. Gegeben sei ein Knoten
K und eine zugehorige Seifertfliche S mit Doppelkragen n : S x [—1,1] — R3. Sei
N :=n(S° x (—=1,1)) der offene Bildbereich des Doppelkragens. Davon nennen wir den
positiven Teil N* :=n(S° x (0,1)) und den negativen Teil N~ := n(S° x (—1,0)). Mit
Y :=R?\ S bezeichnen wir das Komplement der Seifertfléiche.

Nun haben wir zwei Tripel (N, N*, N7) und (Y, N, N7) von jeweils einem grofseren
Raum mit zwei Teilrdumen. Von diesen beiden Tripeln bendtigen wir abzéhlbar viele
Kopien. Diese nennen wir (N;, N;", N;7) und (Y;, N;", N;") fiir ¢ € Z. Aus diesen Ko-
pien bilden wir disjunkte Vereinigungen N := Uiez Vi und Y = Uiz Yi- Schlieklich
setzen wir N und Y zusammen, indem wir jedes N C N; mit N, C Y; und jedes
N; C N; mit N,_, C Y, identifizieren. Den entstehenden Raum nennen wir C,. Das
Zusammensetzen von N und Y wird in Abbildung 9 veranschaulicht.
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3 Der homologische Weg zum Alexandermodul

Lemma 3.8. Seip: Cy, — R3\ K die Abbildung, die jedem Punkt aus N; den entspre-
chenden Punkt in N und jedem Punkt in Y; den entsprechenden Punkt in'Y zuordnet.
Dies ist eine Uberlagerung und p,(m(Cs)) = Gy

0

Abb. 10: Darstellung von C

In Abbildung 10 wird diese Uberlagerung dargestellt. Die Bilder sind so zu verstehen,
dass in jeder Kopie Y; des Knotenkomplements eine ,Kamera“ steht. Um die Kopien
unterscheiden zu konnen, hat jede Kopie eine andere Farbe im Hintergrund. Durch die
Seifertfliche hindurch kann man in die benachbarten Rdume schauen. Als Beispiel ist in
Abbildung 10 eine Kurve in R?* \ K und ihr Lift in C, eingezeichnet.

Beweis von Lemma 3.8. Zunichst zeigen wir, dass p eine Uberlagerung ist. Dazu miissen
wir zeigen, dass jeder Punkt x € R3\ K eine lokale Trivialisierung besitzt. Der Punkt x ist
in jedem Fall in Y oder in N enthalten. Da die Mengen p~*(N) = N und p ' (Y) = Y
disjunkte Vereinigungen von Kopien von N, bzw. Y sind, erfiillt eine der beiden die
Definition einer lokalen Trivialisierung fiir #. Damit ist p tatséchlich eine Uberlagerung.

Es bleibt zu zeigen, dass p.(7m(Cx)) = G%. Wahle einen Basispunkt Z € Yy C Ci.
Im folgenden bezeichnen wir mit Gy die konkrete Realisation m(R? \ K, p(Zo)). Wir
betrachten eine geschlossene Kurve v in R?\ K, die ein Element [y] € G repriisentiert.
Diese hebt zu einer Kurve 4 : [0,1] — C. mit 4(0) = Zy. Die Kurve 4 muss aber
nicht geschlossen sein. Der Punkt 4(1) liege in Y,, C Cy fiir ein m € Z. Wir definieren
¢y 1 O = Cx als den Homoomorphismus, der auf kanonische Weise Y; auf Y;,, und
N; auf N;.,, abbildet. Dieser Homéomorphismus ¢, erfiillt p o ¢, = p, es ist also eine
Decktransformation.

Die Abbildung ¢ : [y] — ¢, ist ein Homomorphismus von Gk in die Gruppe der
Decktransformationen Aut(Cy): Es gilt - = 7' und ¢4, = @5, © @4,. Der Kern
dieses Homomorphismus ist p.(m(Cw, o)), denn ¢, ist genau dann die Identitét, wenn
v zu einer geschlossenen Kurve 7 C Cy hebt. Nach Homomorphiesatz gilt somit
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G /p«(m1(Cx, T0)) = G/ ker(yp) =2 im(¢) = Aut(Cy) 2 Z

In Lemma 2.9 haben wir gesehen, dass die Kommutatorgruppe G’ die kleinste Un-
tergruppe U ist, sodass G /U abelsch ist. Daraus folgt, dass G C p.(m(Cuo, Zo)) =
ker(1)). Deswegen induziert 1 einen wohldefinierten Homomorphismus ¢ : G /Gl —
Aut(Cy) mit Kern p, (71 (Coo, T0)) /G- Wegen Surjektivitit von 1 ist auch ¢ surjektiv.
Da Aut(Cy) 22 Z und Gy /G =2 Z (Satz 2.12), ist 1 ein surjektiver Homomorphismus
Z — Z und somit ein Isomorphismus. Der Kern p, (71 (Cw, Z9))/G' ist also trivial, was
bedeutet, dass p.(m(Cx, To)) = G- O

Dieser Beweis liefert noch ein zusétzliches Ergebnis, das spéter niitzlich sein wird:

Lemma 3.9. Die Abelisierung der Knotengruppe ist isomorph zur Gruppe der Deck-
transformationen von Cs. Genauer: Die Abbildung v : Gx — Aut(Cy), die eine re-
prasentierende Kurve auf die von ihrem Lift eindeutig bestimmte Decktransformation
abbildet, induziert einen Isomorphismus v : G /Gh — Aut(Cy).

Wie am Anfang dieses Abschnitts besprochen, konnen wir nun beweisen, dass diese
homologische Konstruktion mit der gruppentheoretischen Konstruktion aus Definition
2.14 iibereinstimmt:

Satz 3.10. Die Gruppen My = G /G, und H,(Cx) sind isomorph.

Beweis. Wir betrachten die eben konstruierte Uberlagerung p : Co, — R3\ K. Wegen
Injektivitat von p, ist m(Ca) = pu(m(Cx)). Nach Lemma 3.8 gilt also m(Cw) = Gk
Wir verwenden das Hurewicz-Theorem (Satz 2.11) und erhalten H(Cy) = G /G =
M. O

3.4 Homologische Definition des Alexandermoduls

Da die Gruppen G% /G% und H;(Cy) isomorph sind, lasst sich natiirlich auch die in
Definition 2.14 erklarte Modulstruktur auf H;(C,,) iibertragen. Wir werden jetzt disku-
tieren, wie diese Modulstruktur homologisch gedeutet werden kann. Wieder schauen wir
uns zunichst nur an, was Multiplikation mit 1, ¢ und ¢t=! bedeutet, denn das definiert
den Modul vollstandig.

Sei @ € Hi(Cw). Als Multiplikation mit 1 haben wir einfach die Identitét gewéhlt.
Also gilt auch hier:

l-a:=aqa.

Damit steht fest, was allgemeiner eine Multiplikation mit einer ganzen Zahl ¢y (einem
konstanten Laurent-Polynom) bedeuten soll, ndmlich cy-fache Addition von o bzw. —cq-
fache Addition von —a, falls ¢y < 0.
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3 Der homologische Weg zum Alexandermodul

Was bedeutet diese Multiplikation nun anschaulich? Die (singuldre) Homologiegrup-
pe Hy(Cy) entsteht aus C{8(C..), der freien abelschen Gruppe aller singuléren 1-
Simplizes in C,. Jedes Element aus H;(Cs,) ist eine Aquivalenzklasse von Elementen aus
C"8(C), also von formalen Linearkombinationen von 1-Simplizes. Sei o € C5™8(Cly)
ein Représentant fiir . Wenn Multiplikation mit ¢ eine cg-fache Addition von « bedeu-
tet, dann entspricht das in C$"(Cl) einer Multiplikation jedes Koeffizienten in ¢ mit
¢o. Das hilft bisher zur Veranschaulichung allerdings nur wenig.

Geht man vom singuldren Kettenkomplex aber zur Homologiegruppe tiber, betrachtet
man nur noch Aquivalenzklassen von solchen Linearkombinationen mit d(c) = 0. Diese
Bedingung bedeutet, dass die Simplizes geschlossene Kurven in C, bilden, die auch Zykel
genannt werden. Mit dieser Vorstellung kann man die Multiplikation von o mit ¢y auch
so interpretieren, dass der Zyklus cy-fach durchlaufen wird. Bei dieser Veranschaulichung
muss man jedoch beachten, dass o durchaus auch aus mehreren disjunkten Teilzykeln
bestehen kann. Diese miissen dann einzeln cg-fach durchlaufen werden.

Abb. 11: Die Multiplikation mit ¢ in H1(Cx)

Nun kommen wir zu der Frage, wie die Multiplikation mit ¢ und ¢! veranschaulicht
werden kann. In Definition 2.14 haben wir ein Element T € Gk gewahlt, sodass [T] €
Gk /G = 7 ein Erzeuger ist. Die Multiplikation von [a] € G’ /GY mit t bzw. ! haben
wir dann definiert als

t-[a] = [TaT ' und t* - [a] == [T 'aT).

Das Element [T] ist ein Erzeuger von G /G% = H;(R®\ K). Aus dem Beweis von
Satz 2.12 ldsst sich ablesen, dass [T] dann einem kleinen Kreis um den Knoten wie in
Abbildung 11 unten entspricht. Der Lift 7" von T ist also eine Kurve, die von Yy nach
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Y; fiihrt. Die Kurve TaT ! umkreist also einmal den Knoten, folgt dann der Kurve a
und umkreist dann den Knoten wieder in der umgekehrten Richtung. Abbildung 11 zeigt
diese Kurve in rot im unteren Bild.

Um diese Definition auf H;(Cy) zu iibertragen, verfolgen wir die einzelnen Schritte
aus dem Beweis von Satz 3.10. Zuerst schauen wir uns an, was beim Ubergang von
po(m1(Cs)) zu 7 (Cso) passiert. Der Lift der Kurve TaT ! startet in Yp, folgt T’ nach
YY) und dann durchléuft er den Lift @ von a, allerdings komplett um ein Blatt héher
verschoben. AnschlieRend lauft er iiber 7! wieder zuriick. Diesen verschobenen Lift
von a nennen wir @. Die Multiplikation mit ¢ macht in 7 (Cl) aus @ also Ta@'T~". Diese
Kurve ist im oberen Teil der Abbildung 11 rot eingezeichnet.

Der zweite Schritt ist der Ubergang von 71(Cy) zu H;(Cy) iiber Abelisierung. In
der Homologie kénnen wir ausnutzen, dass T&'T~! homotop zu @ ist, denn die Homo-
logiezykel miissen nicht unbedingt durch den Basispunkt laufen. In H,(C,,) macht die
Multiplikation mit ¢ aus [a] also [@]. Mit anderen Worten verschiebt die Multiplikation
mit ¢ also jeden Zyklus ein Blatt hoher.

Der Isomorphismus v : G /G’ — Aut(Cy) aus Lemma 3.9 liefert zu dem gewihlten
Erzeuger [T] einen Erzeuger 7 = ¢([T]) von Aut(C,). Mit diesem kénnen wir die
Multiplikation auch wie folgt beschreiben:

t-a=r71(a).

Entsprechend gilt natiirlich
toa=71"a).

Auf diese Weise hétten wir die Modulstruktur des Alexandermoduls auch weitgehend
ohne den gruppentheoretischen Ansatz definieren kénnen. Schwierig zu zeigen wére le-
diglich, dass die Homologie von C, nicht von der gewahlten Seifertfliche abhéngt.

Wie der gruppentheoretische Alexandermodul von der Wahl des Erzeugers [T €
Gk /G abhéngt, so hiangt auch der homologische Alexandermodul von der Wahl des
Erzeugers 7 € Aut(Cy,) ab.

BEETe8

Abb. 12: Multiplikation im Alexandermodul

Beispiel 3.11. Wir schauen uns nun an einem konkreten Beispiel an, wie die Mul-
tiplikation im homologischen Alexandermodul H;(C\y,) funktioniert. Wir nehmen die
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4 Berechnung des Alexandermoduls iiber die Seifertflache

Homologieklasse o aus Abbildung 12. Multiplizieren wir diese mit dem Laurentpolynom
3t~1+1+1¢2, dann entsteht die Homologieklasse, die in der Abbildung blau eingezeichnet
ist.

4 Berechnung des Alexandermoduls iiber die
Seifertflache

Nachdem wir den Alexandermodul nun auch als Homologie eines topologischen Rau-
mes betrachten konnen, beschéftigen wir uns in diesem Abschnitt damit, inwiefern dies
neue Moglichkeiten bietet, den Alexandermodul eines Knotens zu bestimmen. Genau
wie Gruppen lassen sich Moduln beschreiben als eine Menge von Erzeugern mit einer
Menge von Relationen, die diese Erzeuger erfiillen. Diese Présentationen kann man wie
folgt in einer Matrix darstellen:

Definition 4.1 (siche [Rol76, 8B]). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins (spéter
Z[t,t71]) und
M=Z<oy,...;00 | p1=0,...,pm=0>

ein endlich prasentierter Modul iiber R. Jeder Relator ist dabei eine Linearkombination
der Erzeuger:
Pi = Ti10 + e Tin Qg mit Tij € R.

Wir nennen die Matrix (r;;); ; eine Prasentationsmatriz von M.
Kennt man die Prasentationsmatrix eines Moduls, kennt man seine Présentation aus
Erzeugern und Relationen. Die Prasentationsmatrix charakterisiert den Modul also voll-

standig. Wir werden im folgenden eine Présentationsmatrix fiir den Alexandermodul
herleiten.

Definition 4.2. Jede Prisentationsmatrix des Alexandermoduls nennen wir eine Ale-
zandermatriz.

Diese Definition folgt [Rol76, 8C.1|. Dort wird ausdriicklich betont, dass manche Au-
toren den Begriff , Alexandermatrix* anders definieren. Wir haben bereits ein Beispiel fiir
eine Alexandermatrix in unserem Sinne: In Beispiel 2.16 haben wir den Alexandermodul
der Kleeblattschlinge bestimmt, es ist

<X|-X+tX—£2X=0>.

Da wir nur einen Erzeuger und nur eine Relation haben, ist die zugehorige Alexander-
matrix eine 1 x 1-Matrix, namlich

(=1+t—1t%).
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4 Berechnung des Alexandermoduls iiber die Seifertflache

Dies ist also eine Alexandermatrix der Kleeblattschlinge.

Um eine Alexandermatrix eines beliebigen Knotens zu bestimmen, verwenden wir die
Erkenntnis aus dem vorhergehenden Abschnitt: Der Alexandermodul ist die erste Homo-
logiegruppe der Uberlagerung C... Ein gutes Werkzeug, um die Homologiegruppen dieses
Raumes auszurechnen, ist der Satz von Mayer-Vietoris. Schauen wir uns die Konstruk-
tion von Cy, in Abschnitt 3.3 noch einmal an, so bemerken wir, dass es tatsidchlich eine
schone Zerlegung dieses Raumes gibt, auf die wir den Satz von Mayer-Vietoris anwen-
den kénnen: Der Raum wurde definiert als die Vereinigung der Mengen ¥ = Uiz Yi und
N = U,z Ni, wobei Y; und N; jeweils Kopien des Komplements der Seifertfliche bzw.
des Doppelkragens der Seifertfliche sind. Da der Doppelkragen homotopie-dquivalent
zur Seifertfliche selbst ist, bestimmen wir zunéchst die Homologie der Seifertfliche und
deren Komplements.

4.1 Nahere Betrachtung der Seifertflache

Abb. 13: Eine Seifertfliche in Bandprojektion

Lemma 4.3 (vgl. [BZ03, 8.2|). Jede Seifertfliche S lisst sich tiber eine ambiente Isotopie
darstellen wie in Abbildung 13: eine Kreisscheibe D, an der eine gerade Anzahl von nicht
verdrillten Bdndern By, ..., Boy, angeklebt ist.

In Formeln: S = D U By U ---U By, mit Kreisscheiben D, By, ..., By,. Die Mengen
By, ..., By, und das Innere von D sind paarweise disjunkt. Die Rdinder lassen sich wie
folgt aufteilen:

OB; = aiyifBi

OD = a,0185 6281 " 0300204 . . -0629—1549—352_9154g—2ﬁ2_gl_154g—1a2g54g
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4 Berechnung des Alexandermoduls tiber die Seifertfliche

FEine solche Darstellung eines Knotens und seiner Seifertfliche nennt sich Bandpro-
jektion.

Beweis. Zum Beweis der allgemeinen Aussage von Lemma 4.3 ist eine Klassifikation von
abgeschlossenen, orientierbaren Mannigfaltigkeiten der Dimension 2 notwendig, wie sie
etwa in [Rol76, 5.A] zu finden ist. Der entsprechende Beweis ist in [BZ03, 8.B] nachzule-
sen. Wir werden den Beweis auf die in Satz 3.3 konstruierten Seifertflichen beschranken.

Die in Satz 3.3 konstruierte Seifertfliche besteht bereits aus endlich vielen Kreisschei-
ben (die ausgefiillten Seifertkreise), die mit endlich vielen Béndern (den Verbindungs-
stiicken) verbunden sind. Wir wéhlen eine der Kreisscheiben aus und nennen sie Dj.
Dann wéahlen wir induktiv eine Kreisscheibe aus, die iiber ein Band mit D; verbunden
ist. Zwei Kreisscheiben, die iiber ein Band verbunden sind, sind wieder homdéomorph zu
einer Kreisscheibe. Die aus D; und der verbundenen Kreisscheibe bestehende Kreisschei-
be nennen wir D, ;.

Der Prozess endet, wenn D,, alle Seifertkreise enthéalt. Wahrscheinlich sind noch einige
Béander tibrig, die mit beiden Enden an D,, angeklebt sind.

3PP

Abb. 14: Jede doppelte Verdrillung kann {iber eine ambiente Isotopie zu einer Schleife deformiert werden.

Als néchstes beseitigen wir alle Verdrillungen der Bénder. Wegen des Doppelkragens
muss jedes Band eine gerade Anzahl von Verdrillungen haben. Zwei Verdrillungen kénnen
zu einer Schlaufe deformiert werden, wie Abbildung 14 zeigt.

Nun miissen die Bander noch in die richtige Reihenfolge gebracht werden: Wir nennen
das ganz links angeklebte Band B;. Zwischen den beiden Enden von By muss ein Band B,
angeklebt sein, dessen zweites Ende nicht zwischen den beiden Enden von By liegt, denn
sonst héitte der Rand der Seifertfliche zwei Zusammenhangskomponenten. Die Bénder
sind also in der Reihenfolge

B1,777, By, 777, By, 777, B, 777.

Wir verschieben die Bander zwischen den rechten beiden Enden von B; und B; entlang
B,, sodass die Form
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Abb. 15: Bander verschieben

entsteht. Abbildung 15 zeigt, wie die Bander durch eine ambiente Isotopie verschoben
werden konnen. Die Gruppe von Béandern, die sich zwischen dem linken Ende von B,
und dem rechten Ende von B befinden, verschieben wir iiber B; nach links und erhalten

Dann verschieben wir alle Bander zwischen den linken beiden Enden von B; und Bs
iber By nach rechts und bekommen die Form

By, By, By, By, 772,722,772 777

P A I BRI R

Induktiv setzen wir diesen Prozess fort. Dabei ist klar, dass einmal zusammengefiihrte
Paare von zwei Bandern nicht mehr auseinander gerissen werden. Da die Bander sich
hierbei immer in Paaren zusammenfinden, muss die Anzahl der Bander gerade sein. Das
rechtfertigt die Bezeichnung der Anzahl der Bander mit 2¢ in der Formulierung des
Lemmas. Die Zahl g wird auch Genus der Seifertfliche genannt. n

Satz 4.4. Fir jede Seifertfliche S gilt:
H,(S) = 7% und H (R*\ S) = 7%

Beweis. Aus Lemma 4.3 folgt, dass jede Seifertflache homotopie-aquivalent zu einer Ein-
punktvereinigung S'V- - -V S! von 2¢ 1-Sphéiren ist. Fiir diese ist die Homologie bekannt:

Hy(S) = Hy(S*v -+ v Sh) =72

Fiir das Komplement der Seifertfliche verwenden wir den Satz von Mayer-Vietoris.
Wir zerlegen die Seifertfliche S = D U By U --- U By, wie in Lemma 4.3 und setzen
B := By U---U By,. Wir benutzen die Mengen R® \ B und R* \ D mit Schnitt

(R°\B)n(R*\ D) =R’\ S

27



4 Berechnung des Alexandermoduls iiber die Seifertflache

und Vereinigung
(R3\B) U (R3\D) =R*\ (BND).

Da B und D in R? abgeschlossen sind, sind ihre Komplemente offen in R3 und damit
auch offen in R?\ (B N D). Somit ist die Bedingung fiir den Satz von Mayer-Vietoris
erfillt. Wir erhalten die exakte Sequenz

.= Hy(R*\ B) @ Hy(R*\ D) — Hy(R*\ (BN D))
— Hi(R*\ S) —» Hi(R*\ B)® Hi(R*\ D) — ...

Die Homologiegruppen von R*\ B, R*\ D und R?\ (BN D) sind einfach zu bestimmen,
denn diese Mengen sind Komplemente von 2g, einer, bzw. 4¢g disjunkten zusammenzieh-
baren Mengen in R3. Daher sind sie homotopie-dquivalent zu Einpunkt-Vereinigungen
von 2-Sphéren:

2g 4g
R*\B~\/S5* R*\D~S R'\(BnD)~)\/S"
=1 =1

Damit wird aus unserer exakten Sequenz folgendes:

(31) %+ (42) «

N A=Y/ 74 2 H\(R¥\ S) > 080 — ...,

wobei 7; : R*\ B — R?*\ (BND) und iy : R*\ D — R3*\ (BN D) die Inklusionsabbildungen
bezeichnen. Das Element (0,...,0,1,0,...,0) € Z* = Ho(R3\ B) steht fiir einen 2-
Zyklus in R3 \ B, der B; einfach umbhiillt und die anderen Bénder nicht. Dieser wird
von 7; auf einen Zyklus in R?® \ (B N D) abgebildet, der Anfang und Ende von B;
einfach umbhiillt. Dieser entspricht (0,...,0,1,1,0,...,0) € Z% = Ho(R3\ (BN D)). Die
induzierte Abbildung ist also

(Zl)* . ZQg — Z4g, ((11, as, ... ,agg) — (al, ai, g, Gz, ... ,02g, agg).

Genauso steht 1 € Z = Hy(R?\ D) fiir einen 2-Zyklus in R*\ D, der D einfach umhiillt.
Dieser wird von iy auf einen Zyklus in R?\ (B N D) abgebildet, der alle Anfinge und
Enden der Bénder einfach umhiillt. Dieser entspricht (1,...,1) € Z% = Hy(R3\(BND)).
Die induzierte Abbildung ist also

(ig)s : Z — Z*9 b+ (b, ..., D).
Das Bild von (i1). + (i2)« ist somit

im((i1)s + (2)s)
={(a1 +b,a; +b,as+b,as +b,... a2, +b,as, +b) | ay,...,az,becZ}

:{(al,al,GQ,ag, .. ,agg,agg) ’ i, ... ,02g c Z}
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Wegen Exaktheit ist dies auch der Kern von §. Mit Homomorphiesatz folgt
im(8) = 7Y/ ker(0) = 7% /im((i1). + (i2).) = Z9.

Wegen Exaktheit in H;(R?\ S) ist ¢ surjektiv und somit H;(R?\ S) = im(§) = Z%.
[

4.2 Verschlingungszahl

Es ist kein Zufall, dass die erste Homologie der Seifertfliche und die erste Homologie
ihres Komplements beide isomorph zu Z29 sind. Die beiden Homologien lassen sich iiber
die sogenannte Verschlingungszahl miteinander in Verbindung bringen. Die Verschlin-
gungszahl weist zwei disjunkten geschlossenen Kurven J und K im R? eine ganze Zahl
Zu.

Definition 4.5. Sei [J] die Klasse in H{(R? \ K), die J reprisentiert. Wihle einen
Erzeuger [o] von H;(R3*\ K) = Z, der die Rechte-Hand-Regel erfiillt (Daumen Richtung
K, andere Finger Richtung o). Es gibt ein eindeutiges n € Z, sodass [J] = n[o]. Definiere
die Verschlingungszahl als 1k(J, K) = n.

An der Definition kénnen wir sehen, dass die Verschlingungszahl auch fiir beliebige
Homologieklassen aus H(R?\ K) im ersten Argument wohldefiniert ist. In [Rol76, 5D]
wird beschrieben, wie man auch in beiden Argumenten Homologieklassen zulassen kann,
solange die Homologieklassen aus zwei disjunkten Rdumen kommen. Die Verschlingungs-
zahl wird dann zu einer bilinearen Abbildung.

Aufserdem ist die Verschlingungszahl invariant unter ambienten Isotopien, denn die
Homologie ist invariant unter Homoémorphismen und die Rechte-Hand-Regel bleibt unter
ambienten Isotopien auch dieselbe.

Es gibt noch viele andere mogliche Definitionen. Eine davon wére die folgende, in der
wir K als Reprisentant fiir einen Knoten in R?\ J betrachten.

Lemma 4.6. Se: S eine Seifertfliiche mit Doppelkragen fir K, wie wir sie in Satz
3.8 konstruiert haben. Wir nennen den positiven Teil des Doppelkragens N+ und den
negativen N~. Wegen Isotopieinvarianz der Verschlingungszahl kénnen wir annehmen,
dass J die Fliche S nur in endlich vielen Punkten schneidet. Lokal durchliuft J die
Seifertfliche an diesen Punkten entweder von N~ nach N*, was wir mit +1 gewichten,

oder von N~ nach N7T, was wir mit —1 gewichten. Die Summe dieser Zahlen erqibt die
Verschlingungszahl 1k(J, K).

Beweis. Wir nennen die oben definierte Summe m. Die Behauptung ist also

m = Ik(J, K).
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Wihle o wie in Definition 4.5. Lemma 3.9 sagt uns, dass die Abbildung v, die eine
Kurve auf die von ihrem Lift eindeutig bestimmte Decktransformation abbildet, einen
Isomorphismus 1 : G /G’ — Aut(C,,) induziert. So wie der Doppelkragen in Satz 3.3
gewahlt wird, muss o die Seifertfliche von N~ nach N* durchdringen, denn es erfiillt
die Rechte-Hand-Regel. Daher liftet o zu einer Kurve, die von Yy nach Y; verlauft. Somit
ist ¢ (o) die Decktransformation, die Y; kanonisch auf Y;,; abbildet.

Die Uberlagerung C,, besteht aus abzéhlbar vielen Kopien von Y = R3\ S, die jeweils
an der Seifertflache zusammengeklebt sind. Der Lift J’ von J wechselt also jedes Mal
von Y; nach Y;,1, wenn J die Seifertfliche von N~ nach N* durchdringt und von Y;;
nach Y;, wenn J in umgekehrter Richtung die Seifertflache durchdringt. Startet J’ also
in einem Punkt in Yy, dann endet J’ in Y,,. Daher ist ¢(.J) die Decktransformation, die
Y; kanonisch auf Y;,,, abbildet. Also gilt

U([J]) = U(J) = m- (o) =m (o))
und deshalb [J] = mc]. Damit ist per Definition m = lk(J, K). O

Wir schauen uns noch eine weitere alternative Definition an, die es ermoglicht, die
Verschlingungszahl direkt an einer reguldren Projektion abzulesen:

Lemma 4.7. Gegeben sei eine regulire Projektion von J U K. Fiir jeden Punkt, wo J

o\
Kund+1fur \{

Die Summe dieser Zahlen ergibt die Verschlingungszahl 1k(J, K).

unter K verlduft, zihlen wir

Beweis. Sei S eine Seifertfliache fiir K wie in Satz 3.3 konstruiert. Wir isotopieren J so,
dass J aufler an den Unterkreuzungen immer oberhalb von S ist und an jeder Unter-
kreuzungen S nur einmal durchdringt. Jede Unterkreuzung entspricht nun einem Schnitt-
punkt mit der Seifertfliche und die Abbildung 16 zeigt, dass die Konvention fiir 41 mit
der Konvention aus Lemma 4.6 iibereinstimmt. O

Dieses Lemma zeigt zusatzlich, dass die Verschlingungszahl symmetrisch ist: Wenn
man die Projektion von der gegeniiberliegenden Seite betrachtet, wird jede Kreuzung
von J unter K zu einer Kreuzung von K unter J. Die Zuordnung von +1 und —1 bleibt
aber erhalten.

30



4 Berechnung des Alexandermoduls tiber die Seifertfliche

+

(a) fir —1 (b) fiir +1

Abb. 16: Darstellung von J an einer Unterkreuzung

Lemma 4.8 (siehe [Rol76, 8C.14|). Sei S eine Seifertfidche. Sei by, ..., by, eine Basis
fiir Hy(S). Dann gibt es eine Basis By, ..., Bz, fir Hi(R*\ S), sodass

1, 1=
Ik(bi, B;) = { (*)
0, sonst.
Diese Basis nennen wir die zu by, ..., by, duale Basis.

Abb. 17: Ein Beispiel fiir eine solche Basis

Beweis. Zunéchst zeigen wir das Lemma fiir eine spezielle Basis von H;(.S): Wir schrei-
ben S = DU B; U---U By, wie in Lemma 4.3. Sei b; jeweils der Zyklus, der das Band
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B; genau einmal durchliuft und die anderen Bénder nicht. Wegen S ~ \/ S! sehen wir,
dass by,. .., by, eine Basis von H;(S) = Z* ist. Nun definieren wir 5; € H;(R?\ 9) als
den Zyklus, der das Band B; genau einmal umkreist, und zwar so, dass lk(b;, ;) = +1.
Dann ist fi,. .., B2, eine Basis fiir H;(R?\ S) = Z?9, denn jeder Zyklus in R*\ S ldsst
sich in Teilzykel zerlegen, die jeweils nur eines der Bander umkreisen. Eine solche Basis
ist in Abbildung 17 exemplarisch dargestellt. Aus der Abbildung wird auch klar, dass
Bi, ..., Pag die im Lemma geforderte Bedingung (*) erfiillt.

Da das Lemma fiir diese spezielle Basis b1, ..., by, gilt, gilt es auch fiir jede andere
Basis b), . .. 7b’QQ: Wir haben zueinander inverse Basiswechselmatrizen, also
29 29 29 1 j — L
b, = S; ‘b/», b, = tklbl mit S; 'tk' = ’ N
' z_; v : lz_: Z: A 0, sonst.
Jj= =1 =1 ’
Setze

2g
5; = Z Sijﬁz‘-
i=1

Da (si;) invertierbar ist, ist 31, ..., 35, eine Basis. Dann gilt wegen Linearitét von lk(-, -)
und der Eigenschaft (*) von 1k(b;, 3;):

29 29 29 1, j=k
lk(by,, B}) = Zsij lk(by, B;) = Z sijtu tk(br, Bi) = Zsijtm’ = { 7
i=1 =1

byt 0, sonst.

Daher erfiillt auch g,..., 3y, mit b},... b5, die Eigenschaft (*) und somit gilt das
Lemma fiir jede beliebige Basis. n

Beispiel 4.9. Mithilfe einer dualen Basis kann man die Basisdarstellung eines Elements
¢ € H;(R?\ S) bestimmen, indem man Verschlingungszahlen berechnet. Wir nehmen als
Beispiel das £ in Abbildung 18. Wir méchten ¢ als Linearkombination der Basiselemente

; schreiben, also
4

szxj-ﬁjmitxieZ.

7=1
Da 1k(b;, B;) = 0 fiir i # j, gilt wegen Bilinearitdt von lk:

4

(&, 0) = Y ;- 1k(By, b;) = ;- 1k(Bi, b;) = a; fiir jedes i

J=1

Wir miissen also nur die Verschlingungszahlen bestimmen. Dazu schauen wir uns gemafs
Lemma 4.7 alle Punkte an, wo £ unter den b; verlauft. Es gibt eine Unterkreuzung mit by,
die das Lemma mit +1 bewertet, und zwei mit b, die jeweils mit —1 bewertet werden.
Daher ist
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Abb. 18: Bestimmen der Basisdarstellung von &

lk(gabl) - ]-7 lk(é-a b2) = _27 1k<§7b3) - lk(ga b4) =0
und deshalb & = B — 2(3,, was mit etwas Miihe auch direkt in der Abbildung zu sehen
ist.

4.3 Seifertmatrix

Jetzt konnen wir den Satz von Mayer-Vietoris auf C',, anwenden. Wie bereits besprochen,
besteht der Raum per Konstruktion aus zwei offenen Mengen Y und N. Die Menge
Y = U,z Yi besteht aus abzahlbar vielen Kopien des Komplements der Seifertfliche. Die
Menge N = Uiz Ni besteht aus abzéhlbar vielen Kopien der aufgedickten Seifertfliche,
genauer gesagt aus Kopien des Bildbereichs des Doppelkragens.

Die Vereinigung der beiden Mengen ergibt ganz C,. Schneiden wir N; mit Y;, dann
bleibt nur der positive Hilfte N;© des Doppelkragens iibrig. Schneiden wir N; mit Y;_,
dann bleibt nur der negative Hélfte N,” des Doppelkragens. Beide Halften sind jeweils
wieder homotopie-dquivalent zur Seifertfliche. Da alle anderen Schnitte leer sind, gilt

NOY = JNFUN;.
i€Z

Der hintere Teil der Sequenz von Mayer-Vietoris lautet also:

& H(Cx) — Ho(Usy Nf UN7) 2802 (N @ Hy(Y) —
12 1
Pz e2) Dro@z
1€EZL =Y/ 1€ZL

33



4 Berechnung des Alexandermoduls iiber die Seifertflache

Hier bezeichnen sy : U;cy Ni" UN; — N und ki 1 Uy N7 U N7 — Y die Inklusi-
onsabbildungen. Die Abbildung x; bettet N;" und N, in N; C N ein, wihrend ko die
Menge N;" in ¥; C Y und die Menge N;” in Y;_; C Y abbildet. Dadurch wird folgende
Abbildung induziert:

(K1)s ® (K2)s : @ Z®L) — EBZ & EBZ (@i, Yi)iez > ((Ti + Yi)iez, (i + Yir1)iez)

€L €L i€Z

Wir berechnen den Kern dieser Abbildung. Ist ((z; + vi), (z; + vix1)) = 0, dann ist
Y; = —; = Y;+1. Da in einer direkten Summe nur endlich viele Elemente ungleich 0 sein
diirfen, folgt daraus y; = 0 fiir alle « € Z. Somit ist auch z; = 0 fiir alle ¢ € Z. Deshalb
besteht der Kern von (k). @ (k2). nur aus der Null. Die Abbildung links daneben in
der Mayer-Vietoris-Sequenz ist also die Nullabbildung. Die Sequenz sieht etwas weiter
vorne daher wie folgt aus:

o H (N UN) B g (N e (V) D H(C) S

i€z
Hier sind ¢; und ¢y die Inklusionsabbildungen. Wegen Exaktheit ist f surjektiv. Um
den Alexandermodul H;(C.) zu berechnen, miissen wir also nur noch das Bild von
(©1)s @ (p2)« bestimmen, denn dann gilt nach Homomorphiesatz:

H,(Co) = im(f) = Hi(N) & Hi(Y)/ ker(f) = Hi(N) & Hy(Y)/im((p1)+ @ (i02)-)-
(*)

Dazu wahlen wir eine Basis by, ..., byy der ersten Homologie der Seifertfliche und eine
dazu duale Basis 3; ... 3, der Homologie ihres Komplements wie in Lemma 4.8. Da Ny
homotopie-dquivalent zur Seifertfliche ist, kénnen wir by, ..., by, als Basis fiir Hy(Np)
verwenden und ... By, als Basis fiir Hq(Yp). Genauso wie wir es in Hq(Cy) bereits
definiert haben, schreiben wir t'b;, und t'3; fiir die entsprechenden Zykel in Hi(N;)
und in H,(Y;). Alle t'b;, zusammen bilden dann eine Basis fiir N und alle ¢/, bilden
zusammen eine Basis fiir V.

Diese Notation legt bereits nahe, Hy(N) und H,(Y) auch als Z[t,t~*]-Moduln aufzu-
fassen. Da diese beiden Riaume Uberlagerungen von Ny bzw. Yj sind, kénnen wir die
Multiplikation mit ¢ genauso iiber die Decktransformationen deﬁnieren wie fiir C. Als
Modulbasen betrachtet, ist dann schon by, . .., by, eine Basis von Hy (N ) und By, ..., By
cine Basis von H;(Y).

Nun brauchen wir noch eine Basis fiir H,({J,c; N;” U N;”). Dazu verschieben wir die
Zykel by etwas in positiver Richtung des Doppelkragens und nennen sie b, . Die etwas
in negative Richtung verschobenen b, nennen wir entsprechend b, . Da die N;" und N,

jeweils homotopie-dquivalent zur Seifertfliche sind, ist b7, . .. ,b;g eine Basis fiir N;” und
by,...,by, eine Basis fiir Ny . Somit ist dann b, .. b;Lg,b1 ;- by, eine Basis fiir fiir

Hy(U;ez N;" UN;) als Z[t, t]-Modul.
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4 Berechnung des Alexandermoduls iiber die Seifertflache

Wie wird diese Basis unter (¢1). @ (¢2). abgebildet? Offensichtlich gilt

(01):(b1) = (1) (b)) = b,

denn wir haben fiir Ny, Ni” und N, jeweils die gleiche Basis gewiihlt, nur etwas ver-
schoben, damit die Zykel tatsédchlich in der entsprechenden Menge liegen.

Um (p2)«(b)) und (p2).(b,) bestimmen, verwenden wir den Trick aus Beispiel 4.9:
Das Bild von b, € H;(Ny) unter der Inklusionsabbildung ist natiirlich b; selbst, aber
als Zyklus in Y, genauer in Y;. Wollen wir diesen Zyklus als Linearkombination der
Basiselemente ) schreiben, miissen wir die Verschlingungszahl mit den b; bestimmen.
Wie im Beispiel erhalten wir:

29
= k(b b) - B
=1

Denselben Trick wenden wir fiir (y2).(b,) an, mit einem kleinen Unterschied: Die
Inklusionsabbildung bildet Ny auf Y_; ab. Deshalb miissen wir b, als Zyklus in Y_;
betrachten. Die Basis von Hy(Y_1) ist t7'4y, ..., ! Bs,. Daher:

(p2)( Zlk by )ty
=1

Damit haben wir es fast geschafft: Aus Satz 4.4 folgt

H\(N)e H(Y)=Pz¥ePHz>.

€L €L

Wie wir gesehen haben, kénnen wir diese Menge als Z[t, t~']-Modul auffassen. Eine Basis
dieses Moduls ist (by,0), ..., (b, 0), (0, 81), ..., (0, Bay). Nach den obigen Uberlegungen
wird das Bild von (¢1)s @ (¢2). in diesem Modul erzeugt von

2g
(bk,Zmb;,b,) ) (bk,ZIkbk,bl ot @) mit k=1,...,2¢
=1

Nach (*) gilt Hy(Cs) = Hi(N)® Hy(Y)/im((¢1)+ ® (©2)). Also kénnen wir Hy(Cl)
beschreiben als den von (by,0), ..., (bag,0), (0, 51), ..., (0, Bzy) erzeugten Modul mit Re-
lationen

(b, 0) Zlk b, b)) - (0, 8,) und (by, 0) Zlk (b, by) - 1740, )
fir £ = 0,...,2g. Diese Beschreibung lasst sich aber noch weiter vereinfachen: Die
Erzeuger (b1,0),. .., (ba,,0) sind nicht notwendig, da sie sich als Linearkombination der

(0, B;) schreiben lassen.
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4 Berechnung des Alexandermoduls iiber die Seifertflache

Vereinfacht kénnen wir H;(Cy) also beschreiben als den von fi, ..., 2, erzeugten
Z[t,t~']-Modul mit Relationen

Zlkbk,bl B = Zlkbk,bl) 18 firk=1,...,2g

oder aquivalent

Zlkbk,bl 48, = Zlkbk,bl) B firk=1,...,2¢.

=1

Die Verschlingungszahlen 1k(b;", b;) der Basiszykel der Seifertfliche mit den entlang
des Doppelkragens verschobenen Basiszykeln spielen also eine wichtige Rolle fiir den
Alexandermodul H;(Cy). Daher bekommen sie einen eigenen Namen:

Definition 4.10. Sei S die Seifertfliche eines Knotens und by,...,b, eine Basis von
H(S). Wir bezeichnen diese Zykel in den positiven Bereich Nt des Doppelkragens
verschoben mit bf,...,b" € H(NT) und in den negativen Bereich N~ verschoben mit
by,...,b, € Hi(N~). Die Matrix

Vo= (k(by, b)),
heifst dann Seifertmatriz.

Wegen der Isotopieinvarianz der Verschlingungszahl gilt offenbar, dass k(b ,b) =
k(b ,b;) = k(bg, b; ), denn die Zykel kénnen so im Doppelkragen verschoben werden,
ohne sich zu durchkreuzen. Wegen Symmetrie von lk folgt 1k(b)", b;) = 1k(b; , by.). Haben
wir eine Seifertmatrix V' = (vi) gegeben, konnen wir die oben berechneten Relationen
des Alexandermoduls also umschreiben zu

29
Z vtP = Zvlkﬁl oder dquivalent Z vt — o) =0 fur k=0,...,2g.
1=0 1=0

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 4.11 (siehe [Rol76, 8C.3]). Ist V eine Seifertmatriz eines Knotens K, dann ist
tV — VT eine Alezandermatriz, also eine Prisentationsmatriz fiir den Alexandermodul
von K.
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5 Das Alexanderpolynom

5.1 Herleitung

Da die Knotengruppe eine Knoteninvariante ist, ist auch der Alexandermodul G’ /G’
eine Knoteninvariante — zumindest bis auf Vertauschen von ¢ und ¢~!. Diese Invarian-
te lasst sich mithilfe der Alexandermatrix beschreiben. Hier ergibt sich nun dasselbe
Problem wie bei der Knotengruppe: Woher wissen wir, ob zwei Matrizen isomorphe Mo-
duln préasentieren? Nicht einmal die Grofe der Matrix ist eindeutig bestimmt, denn wie
Beispiel 3.4 zeigt, lassen sich fiir einfache Knoten beliebig komplizierte Seifertflichen
finden. Diese haben dann auch eine Bandprojektion mit vielen Béndern und die Hohe
und Breite der Alexandermatrix entspricht der Anzahl dieser Bénder.

Daher entwickeln wir nun aus der Alexandermatrix eine Invariante, die sich ganz
einfach vergleichen lasst. Wir wissen aus Satz 4.11, dass es fiir jeden Knoten eine qua-
dratische Alexandermatrix gibt. Von dieser Matrix bilden wir die Determinante. Die
Eintrdge der Alexandermatrix sind Laurentpolynome, daher ist die Determinante also
auch ein Laurentpolynom. Dieses nennen wir das Alezanderpolynom A(t) des Knotens.
Es gilt also

A =det(tV — V7)),

wenn V' eine Seifertmatrix ist. Das Alexanderpolynom ist bis auf Multiplikation mit
+t* den Einheiten des Rings der Laurentpolynome, eindeutig bestimmt. Dass es bis auf
Einheiten nicht von der Wahl der Alexandermatrix abhéngt, soll im Folgenden bewiesen
werden.

Dazu verallgemeinern wir die Definition des Alexanderpolynoms zunéchst, denn so
erhalten wir noch weitere interessante Invarianten mit gleichem Aufwand.

Definition 5.1 (siche [BZ03, 8D]). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins (z. B. die Lau-
rentpolynome) und A eine m xn-Matrix mit Eintrégen in R (z. B. eine Alexandermatrix).
Dann definiere das k-te Elementarideal Ei(A) C R als das von allen (n — k) x (n — k)-
Minoren erzeugte Ideal. Falls n — k > m, setze Ey(A) := 0, und falls n — k < 0, setze
Ei(A) = R.

Insbesondere ist das 0-te Elementarideal einer quadratischen Matrix A das von det(A)
erzeugte Ideal.

Definition 5.2. Sei A eine Alexandermatrix eines Knotens. Dann nennen wir den grof-
ten gemeinsamen Teiler der Elemente von Ei(A) das k-te Alexanderpolynom A (t) des
Knotens. Da der grofte gemeinsame Teiler nur bis auf Multiplikation mit den Einheiten
+t* aus dem Ring der Laurentpolynome eindeutig ist, gilt dies auch fiir die Alexander-
polynome.

Das 0-te Alexanderpolynom wird auch das Alexanderpolynom A(¢) genannt.
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5 Das Alexanderpolynom

Haben wir ein Erzeugendensystem von Ej(A) gegeben, wie etwa die (n— k) x (n— k)-
Minoren von A, dann reicht es aus, den gréftten gemeinsamen Teiler der Erzeuger zu
bilden: Dieser ist ein Teiler aller Erzeuger, daher muss er auch ein Teiler von allen
Elementen in Ej(A) sein. Das 0-te Alexanderpolynom ist daher tatséchlich einfach die
Determinante einer quadratischen Alexandermatrix, denn das 0-te Elementarideal wird
von det(A) erzeugt.

Wir zeigen nun, dass die Elementarideale nicht von der Wahl der Présentationsmatrix
abhéngen. Damit folgt dann, dass die Alexanderpolynome bis auf Multiplikation mit
den Einheiten nicht von der Alexandermatrix abhédngen, denn das gilt fiir den grofsten
gemeinsamen Teiler. Dazu untersuchen wir zunéchst, wann zwei Matrizen den selben
Modul préasentieren und zeigen spéter, dass solche Matrizen die gleichen Elementarideale
haben.

Lemma 5.3. Zwei Matrizen mit Werten in einem kommutativen Ring R mit Eins prd-
sentieren genau dann isomorphe R-Moduln, wenn sie durch eine endliche Anzahl der
folgenden Transformationen ineinander tberfihrt werden kénnen:

(1) Zwei Zeilen oder Spalten tauschen

(2) Zu einer Zeile eine R-Linearkombination von anderen Zeilen addieren

(3) Zu einer Spalte eine R-Linearkombination von anderen Spalten addieren

(4) Eine Zeile oder Spalte mit einer Einheit von R multiplizieren.

(5) Eine Matriz M folgendermafSen vergrofSern.:

: M
0
oder eine Matriz dieser Form auf M reduzieren.

(6) FEine Zeile hinzufiigen, die eine Linearkombination der anderen Zeilen ist, oder eine
solche Zeile entfernen.

Beweis. Dass die Transformationen den Isomorphietyp des préasentierten Moduls nicht
dndern, ist leicht einzusehen: Transformation (1) dndert nur die Reihenfolge der Erzeu-
ger und der Relationen. Transformation (2) addiert eine Linearkombination von Rela-
tionen zu einer anderen Relation. Dies verédndert den Modul nicht, da die alte Relation
durch Subtrahieren derselben Linearkombination wiederhergestellt werden kann. Genau-
so wechselt Transformation (3) einen Erzeuger gegen ein anderes Element im Modul aus,
sodass der Erzeuger aus dem neuen Erzeugendensystem wiederhergestellt werden kann.
Transformation (4) &ndert Erzeuger oder Relationen nur um eine Einheit, was den Modul
nicht veréndert. Transformation (5) fiigt einen neuen Erzeuger ein, der als Linearkom-
bination der anderen geschrieben werden kann oder entfernt einen solchen iiberfliissigen
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Erzeuger. Transformation (6) fiigt eine Relation ein, die aus den anderen folgt, oder
entfernt eine solche.

Umgekehrt seien nun zwei Matrizen (a;;) € R**", (by) € R™™ gegeben, die isomorphe
Moduln présentieren. Sei A der von (a;;) présentierte Modul mit Erzeugern aq, ..., o,
und B der von (by) erzeugte Modul mit Erzeugern (i,...,05,. Sei h : A — B ein
Isomorphismus. Definiere (x;;) € R™*™ und (y,;) € R™*" durch

hog) = xp-B und By =Y gy - h(ay). (*)
=1 =1

Da sich jede Transformation auch riickgdngig machen lésst, geniigt es zu zeigen, dass
sich die Matrizen (a;;) und (by) in eine gemeinsame Matrix iiberfithren lassen. Wir
werden zeigen, dass sich beide Matrizen in die folgende transformieren lassen:

Qi 0
0 b
Z=1"7 0
le
0 1
1 0
Yqi
0 1

Wegen der Symmetrien geniigt es, die Transformation nur fiir eine der Matrizen zu
zeigen, etwa fiir (bg). Durch n-faches Anwenden von (5) auf (bg) und anschliefendes
Vertauschen der Zeilen mit (1) erhalten wir

1 0

0 1
Mithilfe von (6) machen wir Folgendes fiir jedes i = 1,...,s : Die unteren n Zeilen
dieser Matrix werden mit a;1, ..., bzw. a;, multipliziert, die Ergebnisse aufsummiert
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und dann als neue Zeile hinzugefiigt. Es ergibt sich

Qg5 Cil
n
0 bkl mit Cil — E X1+ Q-
j=1
1 0
0 1

Da (a;;) den Modul A présentiert, folgt mit (*) fiir jedes i € {1,..., s}

0=> ay-a;=) ay-h' (Z%’l ' ﬁl) =h (szﬂ A 6’)
j=1 j=1 =1 j

=1 j=1
m n m
:>0=E E le'aij'ﬂl:E cit* B
=1 j=1 =1

Diese Darstellung der 0 als Linearkombination der 5 muss in den Relationen jeder
Prasentation von B erfasst sein. Also muss dies insbesondere aus den Relationen folgen,
die durch die Matrix (by;) dargestellt werden. Das bedeutet konkret, dass der Vektor
(Ci1y- .., Cim) fiir jedes i eine Linearkombination der Zeilen von (by;) ist. Daher kénnen
wir mit (2) die obige Matrix weiter transformieren zu

Qi 0
1 0
0 1
Wieder mithilfe von (6) machen wir Folgendes fiir jedes ¢ = 1,...,m : Die unte-
ren n Zeilen dieser Matrix werden mit y,, ..., bzw. y,, multipliziert, die Ergebnisse

aufsummiert und dann als neue Zeile hinzugefiigt. Es ergibt sich
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Q5 0
0 bt
1 0 mit dy = quj ST
j=1
Zj1
0 1
Yqj dg

Weiter folgt aus (*):

By =Y i hla;) =) (yqj D @y '51> =3 i Bi= da- B
j=1 j I=1 I=1

j=1 =1 j=1
o (qulﬁl) s
=1

Auch diese Darstellung der 0 als Linearkombination der £, muss in den Relationen
jeder Préasentation von B erfasst sein. Also muss dies wieder aus den Relationen fol-
gen, die durch die Matrix (by;) dargestellt werden. Das bedeutet also, dass der Vektor
(dyas---ydgg—1,dgq — 1,dggs1,-..,dgm) fiir jedes ¢ eine Linearkombination der Zeilen
von (by;) ist. Daher kénnen wir mit (2) die obige Matrix in die am Anfang angegebene
Matrix Z transformieren. O

Wir wissen nun also, dass zwei Présentationsmatrizen desselben Knotens durch die
oben genannten Transformationen ineinander tiberfithrt werden kénnen. Daher miissen
wir nun zeigen, dass diese Transformationen die Elementarideale nicht verédndern.

Lemma 5.4. Die Elementarideale eines Moduls hingen nicht von der Wahl der Prisen-
tationsmatriz ab.

Beweis. Wir zeigen fiir jede der Transformationen aus Lemma 5.3, dass sie die Elemen-
tarideale nicht verdndert:

Transformation (1) vertauscht nur die Anordnung der Minoren oder deren Vorzeichen:
Jede Teilmatrix der alten Matrix lasst sich auch in der neuen Matrix wiederfinden, even-
tuell mit vertauschten Zeilen oder Spalten. Die Determinante der Teilmatrix wechselt
dann hochstens das Vorzeichen.
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Die Argumente fiir Tranformation (2) und (3) sind sich sehr dhnlich, exemplarisch
zeigen wir es fiir Transformation (3). Diese Transformation lésst sich in Teiloperatio-
nen zerlegen, in der nur ein R-Vielfaches einer einzigen Spalte auf eine andere Spal-
te addiert wird. Da Transformation (1) die Elementarideale nicht verédndert, konnen
wir ohne Einschrinkung annehmen, dass ein R-Vielfaches der zweiten Spalte auf die
erste addiert wird. Sind etwa (aq,...,a,) die Spalten der alten Matrix M, dann ist
M' = (ay + rag,as, ...,a,) mit r € R die neue Matrix.

Wir zeigen zuerst Ep(M) C Ep(M’). Seien (by,...,b,—) die Spalten einer Teil-
matrix von M = (ay,...,a,). Uberlappt die Teilmatrix nicht mit der ersten Spalte,
dann bleibt sie unter der Transformation unverindert. Uberlappt sie mit der ersten
und der zweiten Spalte, dann ist die entsprechende Teilmatrix nach der Transformation
(by + rbo, ba, ..., b,_k). Diese hat dieselbe Determinante. Uberlappt die Teilmatrix nur
mit der ersten, aber nicht mit der zweiten Spalte, dann ist die entsprechende Teilmatrix
nach der Transformation (b; + rab,bs,...,b,_k), wobei afy der entsprechende Teil der
Spalte ay ist. Aber auch (aj,bs, ..., b,—_) ist eine Teilmatrix von M’, denn die zweite
Spalte bleibt unverdndert. Deshalb liegt

det(by, by, ..., by_g) = det(by + ray, by, ..., by_r) — rdet(ay, ba, ..., by_i)

auch im Elementarideal der neuen Matrix. Das zeigt Ey(M) C Ei(M’).

Jede Transformation vom Typ (3) kann mit einer weiteren Transformation vom Typ
(3) wieder riickgingig gemacht werden. Daher funktioniert das Argument fiir Ej(M') C
Er(M) ganz analog.

Transformation (4) verédndert nur einige Minoren um Multiplikation mit einer Einheit.
Die Minoren erzeugen also dasselbe Ideal wie vorher.

Transformation (5) verdndert die Dimension der Matrix: aus einer m x n-Matrix M
wird eine (m + 1) x (n + 1)-Matrix

M =
0
oder umgekehrt. Das k-te Elementarideal Ej (M) wird von allen (n — k)-Minoren von M

erzeugt, wihrend das Ei(M') von allen (n + 1 — k)-Minoren von M’ erzeugt wird. Jede
(n+1—k) x (n+ 1 — k)-Teilmatrix von M’ ist von der Form

17 ... 7 2 2

oder | : Y oder
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oder ist eine Teilmatrix von M, wobei X,Y,Z Teilmatrizen von M der passenden Di-
mension sind.

Die Determinante einer Teilmatrix des ersten Typs ist det(X) und deshalb entsprechen
diese Determinanten genau den (n—k)-Minoren von M. Es folgt, dass E (M) C Ei(M').
Um weiter zu folgern, dass Ey(M) = E,(M') gilt, miissen wir zeigen, dass die Determi-
nanten der anderen Typen von Teilmatrizen auch in Ej (M) liegen.

Die Determinante einer Teilmatrix des zweiten Typs ist 0, also in Fy(M). Bei einer
Teilmatrix des dritten Typs schreibe Z; fiir die Teilmatrix von Z, der nur die i-te Spalte
fehlt. Dann ist nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz

Uy ... Unpyi—k
n+1l—k

= —1) g :
det p ; (=1, - det(Z;)

Die Z; sind (n — k) x (n — k)-Teilmatrizen von M. Deshalb ist die Determinante einer
Matrix des dritten Typs nach obiger Gleichung eine Linearkombination von (n — k)-
Minoren von M und somit in Ey(M).

Der vierte Typ von (n + 1 — k) x (n + 1 — k)-Teilmatrizen von M’, ndmlich die
Teilmatrizen von M, sind eigentlich ein Spezialfall des dritten Typs. Somit gilt Ey(M) =
E(M").

Transformation (6) verdndert ebenfalls die Grofe der Matrix, aber die Breite bleibt
unverandert. Daher betrachten wir in beiden Matrizen, der alten und der neuen, Minoren
derselben Dimension. Sei M die Matrix ohne und M’ die Matrix mit der zusétzlichen
Zeile. Dann sind offensichtlich die Minoren von M auch Minoren von M’, somit Ej (M) C
Er(M"). Sei X eine Teilmatrix von M’, die keine Teilmatrix von M ist, die also mit der

zusétzlichen Zeile iiberlappt. Sind xy,...,z,_; die Zeilen von X, dann ist eine dieser
Zeilen daher eine Linearkombination der anderen, etwa x,,_; = Z;.:lk_l v;x; mit v; € R.
Dann gilt

Iy

I n—k—1
det(X)=det| : |= ) widet
i=1 Tpn—k-1
Tn—k
Z;

In der Matrix auf der rechten Seite kommt immer eine Zeile doppelt vor, die Determi-
nante ist also jeweils 0. Daher ist det(X) = 0 und somit gilt auch hier Ej,(M) = E,(M’).
O

Damit haben wir bewiesen:

Satz 5.5. Die Alexanderpolynome A(t) eines Knotens sind bis auf Multiplikation mit
Einheiten eindeutig. Die Alexanderpolynome sind also Knoteninvarianten.
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Was aber passiert, wenn wir in der Definition des Alexandermoduls die Rollen von
t und t~! vertauschen? Fiir eine Seifertmatrix V' haben wir haben gesehen, dass die
Matrix tV — V7T eine Prisentationsmatrix des Alexandermoduls ist. Die Seifertmatrix
selbst hingt nicht von der Wahl ¢ oder t~! ab. Fiir den dualen Alexandermodul ist also
t'V — VT eine Prisentationsmatrix. Da Multiplikation mit Einheiten den prisentierten
Modul nicht veréindert, ist auch —¢ - (¢7'V — V1) = tV? — V eine Priisentationsmatrix
des dualen Alexandermoduls. Dies ist die Transponierte der Prasentationsmatrix des
urspriinglichen Alexandermoduls.

Da die Elementarideale und Alexanderpolynome fiir quadratische Matrizen durch
Transponieren der Alexandermatrix nicht verdndert werden, gilt folgender Satz:

Satz 5.6. Die Alexanderpolynome sind unabhingig von der Wahl t oder t=1 in der
Definition des Alezandermoduls.

5.2 Anwendung auf Bretzelknoten

"

o
il

(X
0000
OO

Abb. 20: Eine Schlaufe durch die Mitte des Kno-
tens ziehen

——\’

Abb. 19: Der Bretzelknoten p(3,5, —7)

Beispiel 5.7. Wir berechnen die Alexanderpolynome der sogenannten Bretzelknoten.
Zu drei ungeraden Zahlen p,q,r gibt es einen Bretzelknoten p(p,q,r). Abbildung 19
zeigt beispielsweise den Bretzelknoten p(3,5, —7). Die Vorzeichen der drei Zahlen geben
dabei die Richtung der Verdrillung an. In den folgenden Abbildungen wird zur Vereinfa-
chung exemplarisch der Knoten p(3, 3,3) dargestellt. Zunéchst bringen wir den Knoten
in Bandprojektion. Dazu ziehen wir eine Schlaufe durch die Mitte wie in Abbildung 20.
Dadurch bekommen wir eine Form des Knotens, die die in Abbildung 21 eingezeich-
nete Seifertfliche S besitzt. Um eine Bandprojektion zu bekommen, miissen wir noch
die Verdrillungen der Fléche beseitigen. Die Verdrillungen in der Mitte konnen wir wie
in Abbildung 22 nach oben verschieben. Dadurch haben wir auf der linken Seite p + ¢
Verdrillungen und auf der rechten Seite r 4 ¢ Verdrillungen, auf beiden Seiten also eine
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/f

Abb. 22: Die Verdrillungen aus der Mitte nach
oben verschieben

Abb. 21: Seifertfliche des Bretzelknotens
gerade Anzahl. In Abbildung 14 haben wir gesehen, dass sich jeweils zwei Verdrillungen

zu einer Schlaufe deformieren lassen. Wir erhalten die Bandprojektion aus Abbildung
23.

<
NIES
b

Abb. 23: Bandprojektion des Bretzelknotens

Um die Seifertmatrix V' zu bestimmen, folgen wir Definition 4.10. Wir wéhlen eine
Basis by, by von Hp(S). Wir bezeichnen diese Zykel in den positiven Bereich Nt des
Doppelkragens verschoben mit b ,b5 € H;(N*). Diese Zykel sind in Abbildung 24 zu

sehen. Per Definition ist
V = v . .
k(by,b1) 1k(by,bs)

Fiir 1k(b],b;) schauen wir uns gemif Lemma 4.7 alle Unterkreuzungen von b unter
by an. Wir haben % Unterkreuzungen von Typ —1, also lk(b],b;) = —’%. Genauso
berechnen wir die anderen Verschlingungszahlen und erhalten

() o)
q rT9q :
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Abb. 24: Bestimmung der Seifertmatrix

Dabher ist

r_ L(p+at—-p—q q—-t—qg—1
tV -V = 2(qt+t—q+1 (T+q)t—r—q)
:_1( (t=1)(p+q) (t—l)(q_1)_2)

2\t =D+ +2 (=1 +q)

nach Satz 4.11 eine Alexandermatrix des Bretzelknotens. Deren Determinante ist das
Alexanderpolynom A des Knotens p(p, ¢, 7):

A(t) = det(tV — V1)

= (=P ) +0) — (6= 1~ 1) = 2) ((t~ (g +1) +2)

= i (=12 +ar+a) —(t=1D* =)+ —1)(2(g+1) —2(¢— 1)) +4)
2}1((75—1)2 (p+a@)(r+q)—¢+1)+4(t—1)+4)

= }1 (=1 ((p+q)(r+q) —¢*) +(t—1)+2)%)

= 2 (=1 +patar) + (1))

Unterscheiden sich die Werte p171 + p1g1 + qi1r1 und pars + pago + qors fiir zwei Bretzel-
knoten p(p1,q1,71) und p(pa, g2, 72), dann sind auch die Bretzelknoten unterschiedlich.
Es gibt also unendlich viele unterschiedliche Bretzelknoten.
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6 Alexanders Methode zur Definition des
Alexanderpolynoms

In der urspriinglichen Arbeit von Alexander tiber das Alexanderpolynom (|Ale28|) be-
findet sich eine weitere einfache Moglichkeit, das Alexanderpolynom zu bestimmen.

Satz 6.1. Gegeben sei ein Knoten K. Wie ber der Bestimmung der Dehnprdsentation
nehmen wir eine requlire Projektion von K und bezeichnen die abgegrenzten Teilflichen
der Ebene mit ag, ay, ..., a,, sodass ag und ay benachbart sind. Dann definieren wir eine
Matriz (¢;;) mit Eintragen aus Z[t,t™], die fir jede der Teilflichen eine Spalte und fir
jede Kreuzung eine Zeile hat. Ist die i-te Kreuzung von der Form wie in Abbildung 25,

dann definiere
.

1, j=35
-1, 7=t
Cij =4 —t, Jj=u
t, J=v
L0, sonst.

Lésst man die ersten beiden Spalten von (c;;) weg, also die, die den benachbarten ag und
ay entsprechen, dann entsteht eine quadratische Alexandermatriz. Insbesondere ist thre
Determinante das Alexanderpolynom von K.

Abb. 25: Kreuzungen entsprechen den Zeilen der
Matrix (c;;).

Abb. 26: Erzeuger der Dehnpréisentation

Dies verwendet Alexander als die Definition des Alexanderpolynoms. Wir werden nun
zeigen, dass diese Definition mit unserer Definition libereinstimmt. Dieser Beweis folgt
den Ausfithrungen von [Kau87, S. 245ff].
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Beweis. Wir verwenden die Dehnprésentation des Knotens, die in Satz 2.3 beschrieben
wird. Diese ist eine Beschreibung der Knotengruppe G, also der Fundamentalgruppe
71 (R*\ K). Um die Kommutatorgruppe G’ zu bestimmen, miissen wir nach Lemma 3.8
diejenigen Elemente aus 7 (R*\ K) heraussuchen, deren Représentanten zu geschlossenen
Kurven in Cy, liften. Eine Kurve liftet genau dann zu einer geschlossenen Kurve, wenn sie
die Seifertflaiche genauso oft in eine Richtung durchlauft wie in die andere. Das ist nach
Lemma 4.6 dquivalent dazu, dass die Verschlingungszahl des Knotens mit der Kurve 0
ist.

Wir suchen also die Untergruppe von 71 (R? \ K), die Verschlingungszahl 0 mit dem
Knoten hat. Dazu tauschen wir zunéchst alle bis auf einen Erzeuger der Dehnpréisen-
tation durch Erzeuger mit Verschlingungszahl 0 aus. Seien eq,...,e, die Erzeuger der
Dehnprésentation, die jeweils den Teilflichen a4, ..., a, der Knotenprojektion entspre-
chen. Da ap und a; nach Voraussetzung benachbart sind, hat e; Verschlingungszahl 1
oder —1 mit dem Knoten. Durch Vertauschen der Indizes 0 und 1 kann man sich diese
Verschlingungszahl aussuchen. Die Wahl dieser Verschlingungszahl entspricht der Wahl
von T in Definition 2.14, denn am Ende dieser Ausfithrungen iibernimmt e; die Rolle
von T'. Wir nehmen an, dass die Verschlingungszahl 1 ist, der Beweis funktioniert aber
genauso fiir —1. Dann definieren wir:

lk : .
E; = (e K eifurz:2,...,n.

Die Elemente ey, Fs, ... E, bilden dann wieder ein Erzeugendensystem der Knotengrup-
pe Gg. Wegen Linearitit der Verschlingungzahl gilt 1k(E;, K') = 0. Deshalb ist die Ver-
schlingungszahl eines Elementes v € 7 (R? \ K) gleich der Summe der Exponenten von
e1, wenn man v in dieser neuen Basis schreibt. Die Kommutatorgruppe G = p.(7m1(Cx))
ist also die Unterguppe der Elemente, fiir die die Summe der Exponenten von e; gleich
0 ist. Diese Untergruppe wird von Kurven der Form e E;e;* mit k € Z erzeugt.

Genau dasselbe haben wir {ibrigens auch in Beispiel 2.10 schon gemacht. Fiir dieses
Beispiel haben wir auf gruppentheoretischem Weg gezeigt, dass die Kommutatorgruppe
von den Elementen der Form efE;e;* mit k € Z erzeugt wird. Mithilfe der Uberlage-
rungstheorie ist dies jetzt noch einsichtiger.

Nun versuchen wir wie in Beispiel 2.13, die Gruppe G’ mit einer Gruppenprésen-
tation zu beschreiben. In diesem Beispiel haben wir schon beschrieben, wie man eine
Gruppenpréasentation < S | R > modellieren kann: Die freie Gruppe mit Erzeugern S
bezeichnen wir mit Fg. Die darin von {grg=' | g € Fs,r € R} erzeugte Untergruppe
nennen wir N. Dann ist < S | R >= Fg/N.

Nach dem Satz iiber die Dehnprésentation 2.3 konnen wir G mit Erzeugern ey, ..., e,
und einem Relator ee; ‘e e fiir jede Kreuzung wie in Abbildung 25 beschreiben. Wir
kénnen die Erzeuger durch S := {ey, Es, ... E,} ersetzen und erhalten als Relatoren

_ {( k(es,K )( lk(es, K )Et) 1( lk(eﬂyK)E )( k(eu,K)Eu)fl ‘ S,t,'U,u Wie in Abb 25}7

48



6 Alexanders Methode zur Definition des Alexanderpolynoms

wobei wir Ey := E; := 1 definieren und lk(ep, K) = 0 ist. Damit konnen wir also
Gk =< S| R > schreiben.

Die beiden Kurven o7 und o5 aus Abbildung 26 haben jeweils Verschlingungszahl 1 mit
dem Knoten. Die Abbildung zeigt aufterdem, dass fiir diese Kurven als Homotopiezykel
le] + [o1] = [e,] und [es] + [02] = [e,] gilt. Wegen Linearitét von lk kénnen wir die
Elemente aus R daher auch schreiben als

lk(es7 )E E 1 (et,K)Jrlk(ev,K)EUqule;lk(eu,K)

—c “<<657 'E,E; elE E;ley et

Im oben beschriebenen Modell fiir eine Gruppenprésentation ist Gx = < S | R > =
Fs/N, wobei die Untergruppe N erzeugt wird von

G E e B B ey M T ok it g € Fy, k € Z, s,t,v,u wie in Abb. 25.

Man sieht, dass sich die Exponenten von e; bei diesen Elementen stets zu 0 aufad-
dieren. Deshalb liegt N vollstindig in der freien Gruppe Fg von S’ = {eFEie;* | k €
Z,i > 2}. Somit ist dann

Kk = Fs/N.

Um dies als Gruppenpréasentation zu schreiben, nehmen wir als Erzeuger natiirlich
S’. Als Menge von Relatoren reicht nun R aber nicht mehr aus, denn e; € Fg und N
ist deshalb nicht der kleinste Normalteiler von Fs/, der R enthélt. Wir sind gezwungen,
auch alle e;-Konjugierten der Relatoren aus R aufzunehmen, also

R ={cheM g JE e BB, e; Mo BTk | | e Z, s, t,v,u wie in Abb. 25}
={e"E,E; e, E,E; 61m1|m€Z stvuvvlelnAbb 25}
={(ef" Bser™) (1" Ever™) (e Bpey ™) (e Byey ™) ™!

| m €Z, s,t,v,u wie in Abb. 25}.

Wir schreiben (e"E;e;™) ab jetzt immer in Klammern, um zu betonen, dass dies in G
kein Produkt aus drei Faktoren mehr ist, sondern ein Erzeuger, der nur noch den Namen
(e]"E;e;™) tragt. Als Gruppenpréisentation konnen wir also schreiben:

G =< (e]'Eiey™) firi > 2 |r=1firaller € R >
Durch Abelisieren erhalten wir die Gruppe

G |Gl =< (el'Eje;™) fiir i > 2| (el'Egel™) — (e]" Erel™)
+( +1E€_m 1) ( +1E€—m 1)_0
fiir alle m € Z, s,t,v,u wie in Abb. 25 > .
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Diese Prasentation konnen wir vereinfachen, indem wir diese Gruppe als Alexandermodul
beschreiben. Dazu setzen wir 17" := ey fiir das 7" in Definition 2.14. Dabei garantiert uns
lk(ey, K) = 1, dass [T tatséchlich ein Erzeuger von Gk /G’ ist. Dadurch ergibt sich

|G =< E; firi > 2| By — B, +tE, —tE, = 0 fiir alle s,¢,v,u wie in Abb. 25 > .

Damit haben wir bewiesen, dass die in Satz 6.1 beschriebene Matrix (c;;) eine Présen-
tationsmatrix des Alexandermoduls ist.

[]

In seiner Arbeit von 1927 beschreibt Alexander aber nicht nur diesen Ansatz, das
Alexanderpolynom herzuleiten. Interessanterweise lassen sich auch die anderen beiden
hier vorgestellten Ansétze in seiner Arbeit wiederfinden, wenn auch nicht in allen Details.

Die gruppentheoretische Beschreibung von Alexander dhnelt der Darstellung in dieser
Arbeit sehr. Sie unterscheidet sich im Wesentlichen dadurch von dem hier vorgestellten
Ansatz, dass der Begriff der Kommutatorgruppe umgangen wird. Die Gruppe G’ wird
stattdessen dadurch charakterisiert, dass sie diejenige Untergruppe der Knotengruppe
Gk = m(R?\ K) ist, die aus den Elementen besteht, die Verschlingungszahl 0 mit
dem Knoten haben. Genauso wird der Erzeuger [T'] € Gk /G’ dadurch charakterisiert,
dass er Verschlingungszahl 1 mit dem Knoten hat. Die entsprechende Modulstruktur
wird auch nicht als solche bezeichnet, sondern als ,abridged notation” eingefiihrt. Den-
noch entspricht die Beschreibung sehr genau dem hier dargelegten gruppentheoretischen
Ansatz.

Auch die homologische Herangehensweise zum Alexandermodul ldsst sich in der Ori-
ginalarbeit wiederfinden, allerdings in einer vollig anderen Form. Alexander beschreibt
einen topologischen Raum ", der dem hier konstruierten Raum C', sehr dhnlich ist.
Der erste wichtige Unterschied besteht darin, dass Cy, abzéhlbar viele Bléatter hat, wah-
rend X" nur aus n Blattern besteht. Unsere Konstruktion von C, ldsst sich aber leicht
so umgestalten, dass eine n-blittrige Uberlagerung entsteht: Dazu verwenden wir nur n
Kopien der Tripel (N, Nt N7) und (Y, N*, N7) und identifizieren schlieklich N; C Ny
mit N C Y, sodass eine endlich zyklische Uberlagerung entsteht. Diese Konstruktion
wird in [BZ03, 4A| néher ausgefiihrt. Wir nennen den entstehenden topologischen Raum
Ch.

Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass es sich bei £" nicht um eine Uberlagerung
handelt, wie wir sie definiert haben. Es ist eine sogenannte verzweigte Uberlagerung, die
Alexander einen ,Riemann spread” nennt. Diese verzweigte Uberlagerung X" lisst sich
aus C, folgendermafen konstruieren: Wir wahlen eine Tubenumgebung U des Knotens
K. Dann vereinigen wir C,, und U, wobei wir alle Punkte aus U \ K mit den entspre-
chenden Punkten in Y7, ...,Y, identifizieren. Offensichtlich ist der entstehende Raum
keine Uberlagerung mehr, da der Knoten nur einmal vorhanden ist und das Knoten-
komplement n-mal. Trotzdem lasst sich die erste Homologie von ¥" genau wie die erste
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Homologie von C,, mit der Alexandermatrix in Verbindung bringen. Insofern sind die
Ideen von Alexander den hier vorgestellten Konstruktionen sehr dhnlich.

Man kann also behaupten, dass alle drei der hier dargelegten Herangehensweisen Alex-
ander zumindest im Ansatz bereits bekannt waren, und das, obwohl sich die Werkzeuge
der Topologie innerhalb des letzten Jahrhunderts sehr viel weiter entwickelt haben.
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